11. DINAMICA MISCARII ABSOLUTE A PUNCTULUI
MATERIAL

11. 1. Consideratii generale

Punctul material este definit ca un punct geometric care are o anumitd masd. Lucrarea
fundamentald care a pus bazele studiului dinamicii punctului material este ’Principiile matematice
ale filozofiei naturale” (”Philosophie Naturalis Principia Mathematica”) scrisd de marele fizician
englez Isaac Newton (1643-1727) in anul 1687. In aceastd lucrare au fost enuntate elementele
definitorii ale modelului matematic de punct material. Prin model matematic se intelege un sistem
de notiuni si axiome (denumite si principii, postulate sau legi) care caracterizeaza cantitativ un
fenomen. Adevarul declarat de o axioma se verifica exclusiv experimental. Modelul matematic de
punct material presupune existenta unui reper inertial adica a unui reper aflat in repaus sau in
miscare rectilinie si uniforma si a unei cronologii in cadrul careia, in mecanica clasicd numita si
mecanicd Newtoniand, se considera cd simultaneitatea, succesiunea si durata in timp a unor
fenomene sunt independente de locul desfasurdrii fenomenului, de momentul desfasurarii
fenomenului si de localizarea observatorului. In acest context, se afirmi, pe baza experimentelor
efectuate, cd sunt valabile urmatoarele principii:

1. Principiul inertiei: un punct material isi pastreaza starea de repaus sau de miscare

rectilinie si uniforma atata timp cat asupra lui nu actioneaza vreo forta care sa-i schimbe starea in
care se afla.

2. Legea a II-a a lui Newton. Derivata in raport cu timpul a impulsului unui punct material

este egald cu forta care actioneaza asupra acestuia. Impulsul unui punct material, denumit de

Newton si cantitate de miscare, este un vector notat cu H si definit ca produsul dintre masa

punctului si viteza sa:

H=mv. (11.1)
Legea a II-a a lui Newton se scrie acum:
Fodf (11.2)
dt

Pe de alta parte, derivata in raport cu timpul a impulsului este:
dH dm _ dv
—=—V+m—
dt dt dt
Deoarece masa punctului se considera a fi constanta in decursul timpului, atunci derivata acesteia in

(11.3)

raport cu timpul se anuleazd. Tindnd cont cd derivata vectorului viteza este tocmai vectorul

acceleratie a , se obtine in final, din relatiile (11.2) si (11.3), formula cunoscuta:

F=ma, (11.4)

care se considera adesea ca fiind legea a I1-a a lui Newton.



Pot exista situatii in care masa punctului nu este constanta in decursul timpului cum ar fi, de
exemplu, cazul miscarii unei rachete care pierde din masa sa prin eliminarea combustibilului ars. In
astfel de cazuri, pentru a studia dinamica miscarii, se foloseste formula (11.3).

3. Principiul actiunii si reactiunii. Actiunile reciproce a doud puncte materiale sunt totdeauna

egale, coliniare si orientate in sensuri opuse (Fig. 11.1).

Fie M, si M, douda puncte materiale care
]712 M, interactioneaza. Se noteazd cu Fjp forta cu care

punctul M, actioneazi asupra punctului M; si cu F»;

2 forta cu care punctul M, actioneaza asupra punctului
M
2 M. Conform acestui principiu are loc relatia:
Fig. 11.1 Actiunile reciproce a Fip +F5 =0. (11.5)

doua puncte materiale. _ o ‘ '
Fortele Fj, si F»| sunt coliniare, egale ca marime si

au sensuri contrare, dar fiecare dintre ele actioneaza asupra altui punct material.

4. Principiul independentei actiunii fortelor sau principiului paralelogramului Daca asupra

unui punct actioneazad doud forte atunci punctul are
aceeasi miscare ca si cand asupra sa actioneazd o
singurd fortd egala cu diagonala paralelogramului ale
carui laturi sunt cele doud forte. Acest principiu

precizeaza de fapt modul in care se sumeaza grafic doi

Vs vectori. Dacd se considerd ca asupra punctului

) o actioneazi simultan doua forte Fy si F (dupi cum se
Fig.11.2. Tlustrarea principiului

paralelogramului arati in Fig. 11.2), atunci forta rezultantd R egald cu
diagonala paralelogramului ale carui laturi sunt cele
doud forte produce, actionand singura in conditii identice, acelasi efect mecanic asupra punctului

ceea ce conduce la egalitatea:

R=F +F. (11.6)

11. 2. Formularea problemei de dinamica punctului material

Dacid un punct material este supus actiunii unui sistem de n forte F; (i =1,...,n) ele pot fi

sumate folosind succesiv regula paralelogramului astfel cd, in final, se obtine o unica forta

rezultantd

i=n
F=F+F+-+F,=)F, (11.7)
i=1



care inlocuieste toate cel n forte care actionau initial asupra punctului. Vectorul de pozitie al

punctului in raport cu un reper inertial este:

r=r(t), (11.8)
iar viteza si acceleratia sunt:

V=", (11.9)
respectiv:

a=r. (11.10)

Forta rezultantad care actioneaza asupra punctului datd de relatia (11.7), se admite cd depinde, 1n
cazul general, de vectorul de pozitie 7, de viteza v si de timpul . Aplicand legea a II-a a lui
Newton, ecuatia diferentiala de miscare a punctului se scrie:

mr = F(7,v,t), (11.11)
care, Tmpreund cu conditiile initiale care inseamnd pozitia si viteza punctului In momentul initial

t =ty cand Incepe studierea miscarii punctului material, adica:

{’.700):70 (11.12)
(tg) =vo

formeaza problema lui Cauchy in dinamica punctului. Rezolvarea problemei Cauchy presupune
integrarea ecuatiei (11.11) in conditiile initiale (11.12) si obtinerea legii de miscare (11.8). In
mecanica clasicd conditiile de existentd si unicitate ale solutiei sunt de regula satisfacute astfel ca
rezultd o unica lege de miscare.

Problema Cauchy poate fi formulata in diverse sisteme de coordonate, rezultand un sistem
de ecuatii diferentiale scalare impreuna cu conditiile initiale aferente obtinute prin proiectarea pe

axele reperului ales a relatiilor (11.11) si (11.12). De exemplu, in cazul unui reper cartezian

ortogonal drept R(O,1i, j,k), problema Cauchy are forma:

mi=F.(X,9,2,% 7,21 (11.13)
my =F),(x,y,z,%,7,2,1) (11.14)
mz=F,(x,y,2,%,7,%,1) (11.15)
x(0)=x9  x(0)=vp, (11.16)
y0)=yo  3(0)=vy, (11.17)
z(0) = z 2(0) = vy, (11.18)

unde Xxq,g,zo sunt coordonatele punctului la momentul initial 7=0 iar vg,,vp,,vp, sunt

proiectiile vitezei initiale v(0) =V, pe axele reperului. Solutia acestei probleme inseamnad

determinarea legilor de miscare

xX=x(t), y=y1), z=z(1),. (11.19)



In cazul unui reper polar, problema Cauchy are forma:

m(it - i0%) = F.(r,0,i,6,1), (11.20)
m(27-0 + 1) = Fy(r,0,7,0,1), (11.21)
r(0) = 1Y, #0) =10, (11.22)
0(0)=6°, (0)- 6(0) =, (11.23)

unde ° si 6° sunt coordonatele punctului la momentul initial #=0, iar v? s vg reprezinta
proiectiile vitezei initiale v(0) =V, pe axele reperului polar. Solutia problemei Cauchy insemna
determinarea legilor de miscare r = r(¢) si 8 =6(t).

In cazul unui reper Serret-Frenet, problema Cauchy are forma:

m § =F,(s,s,t), (11.24)
5-,2

m —=F,(s,$,t), (11.25)
Yo,

s(0)=s9, $(0)=vy, (11.26)

unde s; este coordonata intrinsecd a punctului la momentul initial #=0, iar v, este viteza

punctului in acelasi moment.

In cazul utilizarii coordonatelor sferice, problema Cauchy are forma
m(it —r6? — rg? sin® 0) = F,(r,0,0,70,¢,1), (11.27)
m(r6 +2i-0 — r¢? sin@cos ) = Fo(r,0,0,7,6,¢,1), (11.28)
m(r@sin@ + 2i-¢sin @ + 2rOgp cos 6) = Fy(r,0,0.7, 0,p,1), (11.29)
r0)=n, e0)=@y 00)=0, F0)=vy, r@O)sindy=vy, 1d0)=vy. (11.30)

Un alt tip de problemd de dinamica punctului este aceea In care se cunoaste miscarea
punctului si se doreste determinarea fortelor care actioneaza asupra acestuia determinandu-i

miscarea.
11.3. Teorema impulsului in dinamica punctului material

Se considera un punct material avand masa m si vectorul de pozitie 7 in raport cu un reper
inertial. Punctul se misca sub actiunea unui sistem de forte concurente avand rezultanta F . Prin

definitie, impulsul punctului material este un vector legat aplicat in punct, notat de reguld cu H si

care se calculeaza cu relatia:

H = mv. (11.31)



Daca se deriveaza relatia (11.31) in raport cu timpul si se tine cont de faptul cd masa este constanta,

se obtine

H=ma. (11.32)
Pe de alta parte, considerand lege a II-a a lui Newton ma = F', din (11.32) se obtine:

H=F. (11.33)

Aceasta relatie exprima teorema impulsului: derivata in raport cu timpul a impulsului unui

punct material este egala cu forta rezultantd F care actioneaza asupra acelui punct.
In cazul particular in care F =0 intr-un interval de timp, din (11.33) rezulti ca impulsul este
constant:
H = H = constant . (11.34)
Aceasta relatie exprima legea de conservare a impulsului si ea conduce la formula:

my =mv, (11.35)

unde Vv este viteza punctului In momentul in care s-a anulat forta rezultantd F ce actiona asupra

punctului. Dupa simplificarea masei punctului in egalitatea (11.35) rezulta ca:
V=Y. (11.36)

In concluzie, in intervalul de timp cat forta rezultantd este nuli, impulsul se conserva iar
viteza punctului este constantd. Prin urmare, in acel interval de timp, daca v # 0 punctul se misca
rectiliniu si uniform cu viteza v, iar dacd vy =0 punctul va rdmane in repaus.

Prin proiectarea pe axele unui reper Oxyz a relatiei (11.33), rezultd urméatoarele trei relatii
scalare:

Hy=F,, H,=F,, H,=F,. (11.37)
Daca pe una sau doud directii se anuleaza componentele fortei rezultante intr-un interval de timp,

atunci impulsul se conserva numai pe acele directii. De exemplu, daca F, =0 intr-un interval de
timp, atunci in acel interval de timp, din (11.37), rezulta H, =0, deci H, =mv, = const = mv,

deci proiectia impulsului pe axa Ox se conserva, ceea ce inseamnd ca proiectia vitezei punctului pe
axa Ox este constanta.
Rezultatul utilizarii legilor de conservare, atunci cand este cazul, conduce la integrale prime.

Astfel relatia (11.35) reprezintd o integrald prima a miscarii.

11.4. Teorema momentului cinetic in dinamica punctului material

Se considera un punct material avind masa m si vectorul de pozitie 7 in raport cu un reper

fix avand polul O. Punctul se misca sub actiunea unui sistem de forte concurente avand rezultanta



F si are impulsul H . Prin definitie, momentul cinetic al punctului material in raport cu polul O este
un vector legat aplicat in polul O, notat de reguld cu K, :KoxzT +K0x]_'+K0xE si egal cu

momentul fatd de punctul O al vectorului impuls:

_ def
Ko = ixH=rxmv. (11.38)

Dacid se deriveaza relatia (11.38) in raport cu timpul si se tine cont de faptul ca masa este
constantd, se obtine
I?Oz?xmi-kfxmx;). (11.39)
Deoarece 7 =v primul termen din (11.39) se anuleazi. In al doilea termen v =a iar produsul

ma este inlocuit cu F . Toate acestea conduc la urmétoarea forma a relatiei (11.39)

Ko=FxF (11.40)
Conform teoremei lui Varignon, momentul fortei rezultante ce actioneaza asupra punctului, notat
My(F), este egal cu momentul rezultant in polul O al sistemului de forte ce actioneazi asupra

punctului, notat Mo, adicd M (F)=7xF = Mo . Relatia (11.40) capiti astfel forma

Ko =Mo (11.41)

si reprezintd teorema momentului cinetic: derivata in raport cu timpul a momentului cinetic calculat

in raport cu un pol O este egald cu momentul rezultant al sistemului de forte ce actioneazd asupra
punctului material calculat in raport cu acelasi pol O.

In mod asemanitor cu ceea ce s-a intdmplat in cazul impulsului unui punct material, si aici
pot exista situatii in care momentul cinetic se conserva. Astfel, daca vectorul moment rezultant este
nul intr-un interval de timp, atunci, conform relatiei (11.41), derivata momentului cinetic se

anuleaza, ceea ce conduce la faptul ca, in acel interval de timp, momentul cinetic este constant:
Kp=K3=K%i+K% j+K° k =constant (11.42)
0=%20="o, 0,/ TR0, ' :

Aceastd relatie exprima legea de conservare a momentului cinetic si ea conduce la egalitatea:

7 Xmy =1y X mv (11.43)
care este o integrala prima a miscarii. Vectorii 7y si vy reprezintd vectorul de pozitie si viteza
punctului in momentul anularii vectorului moment rezultant.

In cazul 1n care se conservda momentul cinetic, pot sd apard doua situatii distincte. Prima

situatie este caracterizata de faptul cd momentul cinetic constant este nul, adica

K3 =7y xmvy =0. (11.44)



In acest caz din relatia (11.43) rezultd ca 7 xmv =0. Aceasta relatie, valabili in tot intervalul
de timp in care 1?8 =0, aratd ca vectorului de pozitie este coliniar cu vectorul vitezd in orice

moment ceea ce se poate intampla numai in cazul unei traiectorii rectilinii.
Cea de a doua situatie este caracterizata de faptul cd momentul cinetic este constant dar nenul,
ceea ce se scrie:
KO i+K® j+ K k=rxmv=0 (11.45)
0, 0,7 TR0, .
Aceastd relatie are drept consecintd faptul cd vectorul moment cinetic este perpendicular atat pe
vectorul de pozitie 7 = xi + yj +zk cit si pe viteza punctului v = %7 + jj + zk . Din acest motiv are
loc egalitatea cu zero a urmatoarelor produse scalare:

w0 - 0 0 0
Ko r=K, x+K, y+K; z=0 11.46
0] 0, Oyy 0, ( )

1?8~v:1<gxx+1<gyy'+1<gzz':o. (11.47).
Coordonatele punctului satisfac relatia (11.46) care reprezintd ecuatia unui plan care trece prin polul
O, iar componentele vitezei, conform (11.47), satisfac si ele ecuatia acestui plan. Aceste doua
observatii conduc la concluzia ca traiectoria punctului este o curba situatd intr-un plan care trece

prin origine.
) 5 — 1 _ __ - .. 9 9
Faptul ca viteza areolara este ) =5(r xV) inseamnad, pe baza relatiei (11.43), cd aceasta

viteza este constantd daca are loc conservarea momentului cinetic:
Q=0 (11.48)
Prin urmare rezultd ca atunci cand viteza areolara este constanta, traiectoria punctului este plana.
La fel ca si in cazul impulsului, este posibila conservarea momentului cinetic numai pe una

sau doud directii. De exemplu, sd presupunem ca pe directia Oz vectorul moment rezultant

Mo = Mo i+My j+ My k este nul, adicd M, =0 ceea ce aratd cd momentul axial al vectorului
X ) z z
rezultant in raport cu axa Oz este nul. Aceasta Tnseamna ca proiectia momentului cinetic pe directia
axei Oz este zero. Prin urmare are loc integrala prima:
_ 0
Ko, _KOZ’ (11.49)
care se mai scrie:
(Fxmv)-k = (i xmvy) -k . (11.50)
Dupa simplificarea masei m, din (11.50) rezulta egalitatea:
(FxV)-k = (7 xvp) -k (11.51)

care, avand in vedere definitia vitezei areolare, se scrie



Q. =07, (11.52)
ceea ce aratd ca pe directia axei Oz viteza areolara are componentd constanta. Cum directia axei Oz
poate fi o directie oarecare in spatiu dupd care are loc conservarea momentului cinetic, se poate
enunta urmatoarea proprietate generala: dacd momentul axial al fortei rezultante in raport cu o
directie este nul, atunci are loc conservarea momentului cinetic dupd acea directie; proiectia
punctului pe un plan perpendicular pe directia conservarii momentului cinetic are o miscare cu

viteza areolara constanta.

11.5. Lucrul mecanic, puterea si energia cinetica

In studiul dinamicii se utilizeaza trei marimi fizice foarte utile care au un aport deosebit de
important pentru facilitatea intelegerii fenomenelor dinamice si a efectudrii calculelor aferente

modeldrii acestor fenomene. Aceste trei marimi sunt: lucrul mecanic, putere si energia cinetica.

Se considerd un punct material de masid m avand vectorul de pozitie 7 =xi + vj + zk in
raport cu un pol fix O, viteza V=7 =% + jj+zk si asupra cdruia actioneazi o forti rezultanti
F=Fi+F,j+Fk.

Lucrul mecanic pe care forta F il efectueazi deplasand punctul material pe o traiectorie

oarecare sau, altfel spus, pe un arc de curba MM, este marimea fizica scalara, notata de reguld cu

L, definitd de integrala:

def o
L= |[Fdr= [F.dx+F,dy+F.dz. (11.53)

M OM 1 M OM 1
Marimea de sub semnul integralei reprezintd lucrul mecanic elementar dL, care, prin

definitie, este

def
dL = F -dr. (11.54)

Tinand cont de faptul cd dr =vdt, lucrul mecanic elementar se mai poate scrie

h 4
dL:jF-de:j(Fxx+Fyy+FZz')dt, (11.55)
Iy ly

unde 7 i ¢; reprezintd momentele in care punctul se afla in M, respectiv in M.
Trebuie remarcat faptul cd lucrul mecanic elementar este rezultatul inmultirii unei marimi
finite F cu o marime infinit micd d7. Rezultatul obtinut in acest mod nu este, in general, o

diferentiala totald exactd adicd nu existd intotdeauna o functie a carei diferentiala sa fie dL. De

aceea, in astfel de cazuri, dL trebuie interpretat ca o notatie si nu ca o diferentiala.



Unitatea de masura a lucrului mecanic este denumitd Joule si are simbolul J. O forta de 1N

care parcurge o distanta de Im efectueaza un lucru mecanic de 1J.
Puterea fortei F', notatd de reguld cu P, este marimea fizicd scalarda definitd ca fiind

produsul scalar dintre forta rezultantd F care actioneazi asupra punctului si viteza v a acestuia:
def
P=F-v. (11.56)

A .o dr . = : . . 9 . S
Tinand cont ca v = ;§1 ca dL = Fdr, din relatia (11.56) se obtine urmdtoarea relatie de legatura
t

intre putere si lucrul mecanic:

dL

P=—.
dt

(11.57)

Unitatea de mdsura a puterii este denumitd Watt si are simbolul W. O forta are puterea de 1W adica
efectueaza un lucru mecanic de 1J intr-o secunda. O altd interpretare a unei puteri de 1W este data
de relatia (11.56) din care se poate trage concluzia ca o fortd de 1N care se deplaseaza cu viteza de

1 m/s are puterea de 1W.

Energia cineticd a unui punct material este marimea fizica scalard, notatd de reguld cu E,

definita de relatia de calcul:
_2
= —mv°~. 11.58
5 (11.58)

Unitatea de masura a energiei cinetice este Joule.
11.6. Teorema energiei cinetice

Daca se deriveaza in raport cu timpul energia cinetica, atunci se obtine:

E:%g %m%ﬁﬂ)=%mevia=wﬁy5=mm}V=F35=P (11.59)

adica
E=P. (11.60)

Relatia de mai sus exprima teorema energiei cinetice: derivata in raport cu timpul a energiei

cinetice a unui punct material este egala cu puterea fortei rezultante care actioneazd asupra
punctului.
Relatia (11.60) se mai poate scrie:
dE = Pdt . (11.61)
Tinand cont de relatia (11.57) care se scrie dL = Pdt , dupa inlocuirea in (11.61) se obtine formula:

dE = dL. (11.62)



Relatia de mai sus exprimd teorema energiei cinetice sub forma diferentiald: diferentiala
energiei cinetice a unui punct material este egalda cu lucrul mecanic elementar efectuat de forta
rezultanta ce actioneaza asupra punctului.

Relatia de mai sus poate fi integratd intre doud momente ¢y si ¢; obtinandu-se:

4 4
jdE:jdL, (11.63)
ly ly

din care, tinand cont de relatiile (11.53) si (11.55), rezulta:

b
E(h)-E(tg)=[F-vdt= [F-dri=L. (11.64)
f MM

Notand energia cinetica din momentul initial E(¢y) cu E, si energia cineticd din momentul final
E(t)) cu E, relatia (11.64) se scrie

E|-Ey=L (11.65)
care exprimd teorema energiei cinetice sub forma finitd: variatia energiei cinetice a punctului

material intre doud momente ¢y si ¢, ale miscarii este egala cu lucrul mecanic efectuat de forta

rezultanta care actioneaza asupra punctului intre aceleasi doua momente.
11.7. Legea conservarii energiei mecanice

In cazul general, forta care actioneazi asupra unui punct material poate depinde de locul in
care se afla punctul, de viteza acestuia si de timp. Un caz particular foarte important este acela al
fortelor care depind numai de locul in care se afld punctul in spatiu, adica al acelor forte care depind
numai de vectorul de pozitie al punctului, deci de coordonatele sale. Se considera un domeniu D din

spatiu cu proprietatea ca 1n fiecare punct al sau este definitd o forta
F=F(x,y,z), x,y,zeD. (11.66)
Se spune cd in domeniul D este definit un camp vectorial de forte. Dacd in fiecare punct al

domeniului D este definitad o functie scalara:

U=U(x,y,z) x,yv,zeD, (11.67)
atunci se spune ca in domeniul D este definit un camp scalar.

In cazul in care in fiecare punct din domeniul D exista egalitatea:

F(x,y,z)za—U{+a—Uj+a—U1€=gradU (11.68)
Ox oy oz

atunci functia scalard U =U(x,y,z)cux,y,ze D se numeste functie de fortd sau potential al

campului vectorial de forte iar cAmpul vectorial de forte se numeste camp potential sau camp

conservativ. Notatia gradU din (11.68) este prescurtarea de la denumirea gradient al functiei

scalare U care este un operator ce asociaza functiei scalare U functia vectoriala



aa—UzT+ 88_U]— +aa—Ul;. In conditiile relatiei (11.68) cAmpul vectorial F = F(x,y,z) cu x,y,z€D se
X y z

spune ca deriva din functia de fortda U =U(x, y,z)cux,y,z€D.

Se considera un punct material care se deplaseaza intr-un camp de forte conservativ definit
pe un domeniu D pornind la momentul 7 din punctul My(xq,0,2o) si ajungand la momentul #; in
punctul M(x],»1,z;). Lucrul mecanic efectuat de forta F = F(x,y,z) cu x,y,zeD care
determina deplasarea punctului si care deriva din functia de forta U =U(x,y,z)cux,y,ze D se

calculeaza cu relatia:

L= J.I?dfz J-gradU-dF: I aa—de+aa—Udy+aa—Udz:
MOMI MOMI MOMI * 4 - (1169)
= IdU:U(xlaJ’laZI)_U(XOaJ’OaZO)

M OM 1
Din relatia (11.69) rezultd doua elemente importante:
a) Intr-un camp conservativ lucrul mecanic elementar dL este diferentiala totald exactd a
functiei de forta (potentialului) U, adica:
dL=dU . (11.70)
b) lucrul mecanic efectuat de forta rezultantd in timpul deplasarii punctului din pozitia initiala

My(xg,y0,20) In pozitia finala M (xy,yy,z;)nu depinde de drumul parcurs de punct (deci

parcurs si de forta rezultantd) intre pozitia initiala si cea finala, adica indiferent de forma

traiectoriei dintre cele doud pozitii lucrul mecanic este acelasi.

Functia de forta U se poate determina pand la o constanta arbitrara C, deoarece orice functie
de forma U+C satisface relatia (11.69).

Daca in relatia (11.62) inlocuim dL cu dU, atunci rezulta:

d(E-U)=0. (11.71)
Functia V definita de egalitatea :

V==-U (11.72)
este denumitd energie potentiald. Relatia (11.71) se scrie acum:

d(E+V)=0 (11.73)
Suma dintre energia cineticd £ si energia potentiala J este energia mecanica a punctului.

Deoarece relatia (11.73) arata ca diferentiala energiei mecanice este zero, rezultd cd energia
mecanicd este constanta:

E +V = constant, (11.74)
Aceasta relatie permite urmatoarea formulare a legii conservarii energie mecanice: intr-un camp de
forte conservativ energia mecanica a unui punct material se conserva. Folosirea legii conservarii

energiei mecanice conduce la o integrald prima.



Valoarea constanta din relatia (11.74) se determind din conditiile initiale, adicd dacd punctul
este la momentul initial ¢, in pozitia M(xg,»q,z¢) cand are energia mecanica E( +V/, atunci in
orice altd pozitie ulterioara M (x,y,z) energia mecanicd E +J a punctului este egala cu cea din

momentul initial:

Eg+Vy=E+V . (11.75)

11.7.1. Campul conservativ gravitational

Se considerd un reper inertial R (O, i, j, k) situat in cAmpul gravitational al pimantului
avand axa Oz orientata pe verticald In sens opus suprafetei solului si un punct material M care se
deplaseazd numai sub actiunea greutdtii proprii, pe o traiectorie oarecare, din pozitia

Mo(xO,yo,Zo) in pozi‘,[ia Ml(xl,yl,zl) (Flg 113)

ZA
_ Mo (x9,¥0,20)

—eM
h Zo 7y
z

S My (x1,y1,21)
Z] G =mg
0 v v >
y

X

Fig. 11.3 Miscarea punctului in camp gravitational

Greutatea punctului G = mg = —mgk este forta sub actiunea cireia are loc deplasarea si este aceeasi
in fiecare pozitie a punctului pe traiectorie. Lucrul mecanic elementar este:

dL =G -dr = (—mgk) - (dxi + dyj + dzk ) = —mgdz = d(—mgz + C) (11.76)
unde C este o constantd arbitrard. Rezultd urmatoarea forma a functiei de forta corespunzatoare
campului gravitational:

U(z)=—mgz+C. (11.77)
Energia potentiala a campului gravitational va fi deci:

V(z)=mgz—-C. (11.78)
Lucrul mecanic efectuat pe traiectorie intre pozitia initiala si cea finald a punctului se obtine prin

integrarea lucrului mecanic elementar:



L= jdL: de:U(zl)—U(zo):—mgzl+C—(—mgzo+C)=mg(zo—zl)zmgh,(11.79)
MOMI MOMI

unde cu 4 s-a notat distanta pe verticala intre cele doua puncte.

De regula, in aplicatii, constanta C se considera ca are valoarea zero.

11.7.2. Campul conservativ de tip forta elastica

Se considera un reper inertial R (O, i, j, k) si un punct material M care se deplaseaza din
pozitia M (x,yq,z9) in pozitia M(x,y;,z;) numai sub actiunea unei forte de tip fortd elastica
avand forma

F =—kr, (11.80)
adici o forta proportionald cu vectorul de pozitie 7 = xi + yj + zk si de sens opus acestuia denumiti

si fortd de atractie, factorul de proportionalitate fiind constanta reald & denumitd si constanta

elasticd. Lucrul mecanic elementar este:
szF-sz—dede(—%szJrC), (11.81)

unde C este o constantd arbitrard. Rezulta urmatoarea formd a functiei de forta corespunzdtoare

campului conservativ de tip forta elastica:
1 1
U=—Ekr2+C=—Ek(x2+y2+zz)+C. (11.82)

Energia potentiala a campului va fi deci:

Vzékfz—Czék(x2+y2+zz)—C. (11.83)

Lucrul mecanic efectuat pe traiectorie intre pozitia initiald si cea finald a punctului se obtine prin
integrarea lucrului mecanic elementar:
L= jdL = de =U(z))-U(zg) = —%k?lz + C—(—%kfo2 +C) =%k(702 —i2) (11.84)
MOMI MOMI
Existd forte de acest tip care sunt de forma:

F =+kr, (11.85)
care sunt denumite forte de respingere. Pentru ele se obtin rezultate analoage cu cele de mai sus,
diferenta constand in inversarea semnului.

De regula, in aplicatii, constanta C se considera ca are valoarea zero.
Un caz particular foarte des intalnit este cel al arcului elastic de intindere-compresiune

avand constanta elasticd k,. Se considera cad arcul se deformeazd numai In lungul axei Ox iar



originea reperului se considera in extremitatea libera a arcului nedeformat (Fig. 11.4). Un punct
material M aflat in capatul arcului la o distantd x de originea reperului este supus actiunii unei forte
elastice orientata spre originea reperului. Expresia aceste forte este:

F, =—k,x. (11.86)

X

Fig. 11.4 Arcul de intindere-compresiune.

Functia de forta si energia potentiala sunt 1n acest caz:
1, 2 1, 2
U=—Ekex , V=5kex , (1187)

unde constanta C este consideratad zero deoarece energia potentiald in originea reperului este zero.

Lucrul mecanic efectuat de forta elasticd din pozitia initiald de abscisa x pana in origine (x=0) este:

L:%kexz. (11.88)

11.8. Miscarea punctului material liber intr-un mediu cu rezistenta
neglijabila
Un punct material de masd m este lansat din originea O a unui reper R(O,i, j,k)cu viteza
initiala v care este situatd In planul xOy si face unghiul a cu axa Ox (Fig. 11.5). Miscarea sa are
loc datoritd vitezei initiale si se desfisoard numai sub actiunea greutitii G =mg =—mgj, prin
urmare punctul material nefiind supus la legéturi este un punct material liber.

Problema Cauchy in acest caz se scrie de forma:

mr =G,
7(0)=0, (11.89)
v(0) =vp.

Proiectiile pe axele de coordonate ale ecuatiei de miscare sunt:
mx=0, (11.90)
my =-mg , (11.91)
mzZ=0. (11.92)



iar ale conditiilor initiale sunt:

x(0)=0, y(0)=0, z(0)=0, i(0)=vgcosa, J(O)=vysina, 0)=0. (11.93)

y4
A(_ahmax)
Vo l 7y
5 = mg hmax
o/ v >
P b - B(b,O) X
z / ) g

Fig.11.5 Miscarea punctului in mediu cu rezistentd neglijabila

Dupa o prima integrare a ecuatiilor diferentiale (11.90), (11.91) si (11.92) se obtin relatiile:

x=Cy, (11.94)
y=—gt+C,, (11.95)
z=Cj. (11.96)
Integrand inca o data, rezulta:
x=Cit+Cy, (11.97)
t2
y=—g?+C2t+C5, (11.98)
z=Cs3t+Cg. (11.99)

Impunand ca ecuatiile de mai sus si fie verificate de conditiile initiale (11.93), se obtin urmatoarele
valori pentru constantele de integrare:

Ci=vgcosa, Cp=vysina, C3=0, C4=0, C5=0, Cgz=0. (11.100)
Inlocuirea constantelor de integrare in relatiile (11.97), (11.98) si (11.99) permite deducere

ecuatiilor parametrice ale traiectoriei:

xX=vpcosat, (11.101)
l‘2

y=—g7+v0 sina ¢, (11.102)

z=0. (11.103)

Deoarece z = 0, traiectoria este o curba plana situatd in planul xOy, a cérei ecuatie analitica

se obtine prin eliminarea parametrului #:

y=——5f——xtxtga. (11.104)
2v cos” a



Traiectoria punctului este o parabold asa dupa cum este reprezentata in figura 11.5. Punctul
este lansat din originea O si ajunge in punctul B, distanta OB=b numindu-se bataie.
Inlocuirea constantelor de integrare in relatiile (11.94), (11.95) si (11.96) permite scrierea

componentelor vitezei punctului:

X=vpcosa, (11.105)
y=-gt+vysina, (11.106)
z=0. (11.107)

Faptul cé pe directia Ox componenta vitezei este constanta aratd ca pe aceasta directie miscarea este
uniforma iar impulsul se conserva.
Determinarea marimii batdii » se poate face pe baza observatiei cd punctul B are

coordonatele 0 si b, ceea ce Inseamna ca valoarea lui b este tocmai solutia nenuld a ecuatiei:

-5 P+ rtga=0. (11.108)
2v(y cos” a
Se obtine:
2 .
p= o snCa). (11.109)
g

Bétaia depinde atat de viteza initiala cat si de unghiul de lansare a punctului fata de orizontala.
Valoarea maximd pentru o viteza initiald datd se obtine pentru un unghi de 45° deoarece atunci
sinusul are valoarea maxima 1. Marimea bataii se mai poate determina calculand mai intai timpul
tp pana cand punctul ajunge in B prin rezolvarea ecuatiei:
t 2 .

—g?+vosma t=0, (11.110)
a carei solutie nenuld este:
_ 2vpsina
= —g .

i (11.111)

Apoi se inlocuieste ¢pin relatia (11.101) si se obtine aceeasi valoare a bataii ca aceea datd de
(11.109).

Inaltimea maximad h,,, la care ajunge punctul se poate calcula impundnd conditia de

extrem functiei (11.104). Se afla mai intai radacinile derivatei, adica se rezolva ecuatia % =0, care
X
are forma:
& yitga=0 (11.112)
2 2 ’



Solutia ecuatiei de mai sus reprezinta distanta pe orizontald la care se atinge indltimea maxima, ea
fiind tocmai abscisa punctului A:

v(% sin2a)

Xy=———. (11.113)
2g
Se observa cd aceastd abscisd este exact jumadtatea abscisei punctului B, prin urmare inaltimea
maximi se atinge la jumatatea bataii. Inlocuind x 4 1n (11.104) rezulta naltimea maxima:
v(% sin” o

11.114
29 ( )

hax = V(x4) =

Inaltimea maxima /., la care ajunge punctul se mai poate calcula pe baza observatiei ca in acest
punct viteza are numai componenta orizontald, deci in acest punct componenta verticald a vitezei,
datd de relatia (11.106), se anuleaza. Solutia ecuatiei:

—gt+vysina=0 (11.115)
este timpul 74 cand are loc anularea componentei verticale a vitezei care coincide cu timpul scurs
pana cand punctul atinge punctul 4 de 1naltime maxima:

_ vpsina
= —g .

{4 (11.116)

Acest timp este jumatate din timpul necesar punctului pentru a ajunge in B, adica de a parcurge
jumitate din bataia b. Inlocuind ¢4 in (11.102) se obtine aceeasi valoare pentru ,,,, ca cea dati de
relatia (11.114).

In problemele de balistica se mai cauti determinarea punctelor din planul de tragere care pot
fi atinse cu o viteza initiald datd a proiectilului atunci cand unghiul de tragere a se modifica. Pentru
rezolvarea problemei se impune conditia ca un punct P(xp,yp) sd se afle pe traiectoria
proiectilului, adica coordonatele sale sd verifice ecuatia traiectoriei (11.104). Se obtine relatia:

g

5 X3+ xptga (11.117)
2vcos” a

yp=-—

Pentru a vedea sub ce unghi a trebuie lansat proiectilul pentru a atinge punctul P, relatia (11.117)

este privitd ca o ecuatie in necunoscuta o $i se rescrie sub forma:
gxlzatgza—Zv%xptga+gx%+2v(2)yp=O. (11.118)
Privita ca o ecuatie de gradul doi in tg a, relatia anterioard are discriminantul:
A=vgxs —gxb(grs +2v3yp) (11.119)
Daca discriminantul este strict pozitiv, atunci ecuatia (11.117) are doud solutii reale distincte si

punctul P poate fi atins sub doud unghiuri de tragere, respectiv cu unghiul mai mic cand proiectilul



este In urcare si cu unghiul mai mare cand proiectilul este in cobordre (fig. 11.6). Daca

discriminantul este nul, atunci Intre coordonatele lui P are loc relatia:
v g
yp=-2__S x2 (11.120)

iar punctul P poate fi atins pentru o valoare unica a unghiului o care rezulta din (11.118) pentru
discriminatul nul:
VZ
tga=—2—, xp#0. (11.121)
gxp

Daca discriminantul este negativ, atunci punctul P nu poate fi atins cu nicio valoare a unghiului de
lansare a si se spune ca punctul P se afla in domeniul de siguranta.

Relatia (11.120) este ecuatia unei parabole denumitd parabola de siguranta (fig. 11.6).

Punctele P din afara ei, adica cele pentru care:

2
yp>-0 & (2 (11.122)
2g 2v8

nu pot fi atinse.

Parabola de siguranta

yr A
Y0
0 P
o, _
a2 $\mg
0 Xp

Fig. 11.6 Parabola de siguranta

Teorema conservarii energiei mecanice, atunci cand energia potentiala la nivelul pozitiei de

lansare este consideratd nula conduce la relatia:

_2 _2
%+mgh=m%+0. (11.123)

Din (11.123) se poate calcula viteza punctului atunci cand se afla la o indltime /4 pe traiectorie:

v=+V§ —2gh, (11.124)

relatie ce este totodatd o integrald prima.



11.9. Miscarea in aer punctului material liber

Un punct material de masa m este lansat din originea O a unui reper R(O,i, j, k ) cu viteza
initiald v care este situata in planul xOy si face unghiul o cu axa Ox (Fig. 11.7). Punctul material
se misca in aer, rezistenta acestui mediu nefiind neglijata. Miscarea sa are loc datoritd vitezei
initiale si se desfasoard sub actiunea greutitii G =mg =—-mgj dar si sub actiunea unei forte de

rezistentd a mediului R datorate vascozitatii acestuia. Aceasta fortd este orientatd in sens opus
vitezei punctului deci are directia tangentei la traiectorie. Cu cat viteza punctului este mai mare, cu

atat forta rezistentd este mai mare.

y 4

R=-cy Vo Cos &

& -7 H
o)A .
Z \

Fig.11.7 Miscarea punctului in aer

Experimental s-a constatat cd se poate scrie o relatie generald pentru expresia fortei de

rezistenta a mediului de tipul:

R=-cvk, (11.125)
unde c¢ este o constantd care depinde de mai multi factori cum ar fi vascozitatea aerului si

dimensiunile corpului. Puterea k£ la care este viteza depinde de marimea acesteia, astfel (Caius
[acob, Mecanica teoreticd, EDP, Bucuresti 1980, pag. 344):
- k=1 pentru viteze mici;
- k=2 pentru viteze de pana la 250 m/s;
- k=3 pentru viteze de pana la 500 m/s;
- k=5 pentru viteze de pana la 700 m/s;
- k=1,7 pentru viteze de pana la 1200 m/s.
Se recomanda ca valorile coeficientului & sa fie determinate experimental pentru fiecare caz
in parte.
Miscarea este, si In acest caz, a unui punct material liber intrucat punctul nu este supus la

legaturi.



Problema Cauchy se scrie astfel:

mr =G +R,
7(0)=0, (11.126)
7(0) = 7.

Pentru rezolvarea problemei Cauchy, in expresia fortei rezistente (11.125), se considera valoarea 1 a
exponentului & ce corespunde unei deplasdri cu viteza micd a punctului, adicd forta rezistenta se
scrie:
R=—cv. (11.127)
Tinind cont de aceasta ipoteza, ecuatia de miscare scrisd sub forma vectoriala este:
mr =mg —cr . (11.128)

Dupa ce se Tmpart termenii la masa m si se noteaza cu y raportul

u== (11.129)
m
ecuatia (11.128) capatad forma:
FHur=g. (11.130)

Aceasta este o ecuatie diferentiala de ordinul intai, liniara, neomogena si cu coeficienti constanti.

Solutia ei se obtine sumand solutia generald a ecuatiei omogene:
F4ur=0 (11.131)
cu o solutie particulard a ecuatiei neomogene (11.130).

Ecuatia caracteristicd a ecuatiei omogene (11.131) este:

B>+ Bu=0 (11.132)
care are solutiile reale:
p1=0 si Por=—u. (11.133)
Solutia generald a ecuatiei diferentiale omogene (11.131) se scrie:
7o=Cp- P+ Cy P =Cp + Cre ™ (11.134)
in care 61 si 52 sunt constante vectoriale care trebuie determinate pe baza conditiilor initiale.
Solutia particulara a ecuatiei neomogene (11.130) se cauta de forma membrului drept si se
considera de tipul unui polinom de ordinul Intéi in variabila ¢ cu coeficienti vectoriali:

Fy = At, (11.135)

unde A este o constanta vectoriald necunoscuta.

Impunand conditia ca aceasta solutie particulara sa verifice ecuatia neomegena (11.130), se obtine o

ecuatie vectoriala cu necunoscuta A care are solutia



A=£ (11.136)
y2i
Solutia generald a ecuatiei diferentiale (11.130) este deci
F=7, +7,=C) +Coe ™ +E¢. (11.137)
Y7

Pentru a determina constantele vectoriale C;si C, trebuie impusi conditia ca pozitia si viteza
punctului sa verifice conditiile initiale din (11.126). Pentru aceasta, mai inti se deriveaza solutia
generala (11.137) in raport cu timpul pentru a obtine expresia vitezei punctului:

Ve=i=—uCye ™+ £ (11.138)
Y7,

Se impun apoi conditiile initiale 7(0)=0 si v(0) =V, la momentul ¢ = 0 vectorului de pozitie

(11.137) st vitezei (11.138) ale punctului. Ecuatiile (11.137) si1 (11.138) devin:

Cl + (_jz =0
Gy +E =5y (11.139)
Dupa rezolvarea sistemului de mai sus se obtine solutia:
C = l(vo - g}
ALK (11.140)

C, = —l(vo —§j.
ul " u

Inlocuind valorile de mai sus ale constantelor C;si C,in expresia (11.137), solutia problemei

Cauchy (11.126) se scrie:

7=l(_0—§J(l—e_'w)+§t (11.141)
7 H 7

Deoarece expresia (11.141) este de forma 7 =av, + bg, unde a si b sunt constante reale, rezulta ca
vectorul de pozitie 7 este coplanar cu vectorii v si g, adicd se afld pe toatd durata miscarii in

planul xOy, unde se gasesc si cei doi vectori. Cu alte cuvinte, miscarea punctului se desfasoara
numai in planul xOy. In aceste conditii proiectarea relatiei vectoriale (11.141) pe axele Ox si Oy

conduce la ecuatiile scalare de miscare pe cele doud axe:
x=lv0cosa(1—e‘f”), (11.142)
Y2
y=l(v0sma+§](1—e—ﬂf)—§t. (11.143)
H H H

Pentru a obtine ecuatia analitica a traiectoriei, trebuie eliminat timpul intre relatiile de mai sus. Din

(11.142) rezulta:



eH - —H (11.144)

Vo cosa
de unde:
t=—lln(1— i xJ. (11.145)
U Vo cos &
Inlocuind (11.144) si (11.145) in (11.143) se obtine urmatoarea ecuatie analitici a traiectoriei:
y=|tga+——x+Enf1-—F x|, (11.146)
HVycosa U Vo cosa

Deoarece ¢ “ >0, din relatia (11.144) rezulti ca:

1-—*# x>0, (11.147)
Vo cosa
ceea ce Tnsemna:
x < % (11.148)
U
Pe de altd parte, fiindca >0, din (11.142) rezultd x> 0. Coroborand cele doud inegalititi, se
obtine:
0<x < 08¢ (11.149)
u
o . .. .. . Vo cosa )
adicd domeniul de definitie al functiei (11.146) este intervalul [0, ). Deoarece:

lim y= lim [[tgm £ Jx+g21n(l—'ux]J:—oo (11.150)

Vo COs Vo COs HVyCOSx U Vo COS &
X—> X—>

Jz Z

Vo cosa
U

rezultd ca traiectoria are o asimptotd verticald in punctul x =

dupa cum se poate vedea 1n

figura 11.7.

Inlocuind valoarea lui C, in expresia (11.138), se obtine viteza punctului:

V=§+[\70—§je_w, (11.151)
JZ U
cu componentele:

v, =vpcosa-e H, (11.152)

v, =—§+[vosina+§j~e_w. (11.153)
H H



11.10.Miscarea punctului material sub actiunea unei forte centrale.

Ecuatia lui Binet

Se considera un punct material M supus actiunii unei forte de atractie sau de respingere de
catre un punct fix O, forta fiind coliniard cu OM. Suportul acestei forte va trece intotdeauna prin
punctul fix O si, de aceea, o astfel de fortd se mai numeste fortd centrald. Deoarece momentul
acestei forte 1n raport cu polul O este intotdeauna nul, are loc conservarea momentului cinetic ceea
ce face ca traiectoria punctului sa fie o curba plana sau o dreaptd, in functie de conditiile initiale iar
miscarea s se desfdsoare cu viteza areolard constantd. Se considera situatia cand conditiile initiale

sunt nenule, 7y #0,v, # 0, iar cei doi vectori nu sunt coliniari (figura 11.8). Traiectoria punctului

va fi in acest caz o curba plana situatd in planul determinat de cei doi vectori si se vor folosi

coordonatele polare pentru studiul miscarii. Pozitia initiald a punctului este notatd cu M.

»
»
X

)

Fig. 11.8 Miscarea punctului sub actiunea unei forte centrale

Forta care actioneaza asupra punctului este:
— . OM _
F =4F| =Fi,,
oM

(11.154)

unde s-a notat cu F' marimea algebrica a fortei, adica s-a inclus in aceeasi notatie modulul si semnul.
Daca semnul este plus forta este de respingere iar dacd semnul este minus forta este de atractie.

Problema Cauchy se scrie:

m((7 = r0%)i, + (270 +r6)i, = Fi,, (11.155)
r(0)=rp, 6(0)=0 v,(0)=/0)=vycosa, v,(0)=r0)6(0)=rd0)=vysina. (11.156)
Proiectand pe axa transversala relatia (11.155) se obtine ecuatia:

2F0+r6=0, (11.157)

care, dupa inmultire cu  devine:



20 +120=0. (11.158)

Expresia (11.158) este derivata in raport cu timpul a functei 20 adici are loc egalitatea:
i(r29)=o, (11.159)
dt

ceea ce insemna ca functia derivata este constanta:

o=cC. (11.160)
Constanta C se determind impunand conditia ca functia (11.160) sa verifice conditiile initiale
(11.156) ceea ce conduce la urmatoarea valoare a constantei de integrare C:
C=ryvpsina. (11.161)
Inlocuind (11.161) in (11.160) se obtine:
26 = ryvysina . (11.162)
Momentul cinetic al punctului in raport cu polul O este constant si se calculeaza cu relatia:
K, =7xmv =y xmvy =mrvysinan, (11.163)

unde cu 7 s-a notat versorul normalei la planul determinat de vectorii 7, si V. Constanta C este

marimea algebrica a vectorului moment cinetic, notata K, Impartita la masa punctului:

C=rovosina=&. (11.164)
m

11.10.1. Ecuatia lui Binet

Proiectarea ecuatiei diferentiale (11.155) pe directia axei radiale conduce la ecuatia
diferentiala:
m@i—ré*)=F, (11.165)
Se pune problema integrarii ecuatiei anterioare. Pentru aceasta se exprima in alt mod derivata de

ordinul intai si al doilea a lui » in raport cu timpul. Derivata de ordinul intai se scrie:

. dr _drd0 _.dr

F=—=——=0—. (11.166)
dt do dt deo
Pe de alta parte, din (11.160) rezulta:
9’:%. (11.167)
r
Inlocuind (11.167) in (11.166) se obtine expresia:
r':iﬁz—Ci(l). (11.168)
»2 do do\r

Derivata de ordinul al doilea a lui 7 in raport cu timpul, tinand cont si de (11.167), se mai scrie:



. . . 2 -
;;Zﬂzid_ezgﬂerg.i _Ci(l) __ e \r) (11.169)
dt dodt do ;2 do do\ r 2 de?

Inlocuind relatia de mai sus in ecuatia (11.165) se obtine:

1
d? =
C? (rj
m —

2 do?

—r6* |=F. (11.170)

Utilizand relatia (11.167) rezulta ecuatia lui Binet care are expresia:
)1 re
NP/ (11.171)

Ecuatia lui Binet poate furniza, prin integrare, ecuatia traiectoriei in coordonate polare » = r(6) daca

forta F' depinde numai de coordonatele » si € ale punctului. Apoi, folosind relatia (11.162) poate fi
gasita si legea de miscare a punctului pe aceasta traiectorie.

Ecuatia lui Binet se poate scrie in functie de marimea algebricd a momentului cinetic al
punctului scris 1n raport cu polul O pe baza relatiei (11.164), care, inlocuitd in (11.171) conduce la

urmatoarea forma a ecuatiei lui Binet:

+—= . (11.172)
R ¢

11.10.2. Miscarea sub actiunea fortei centrale de atractie universala

Ecuatia lui Binet are termenul din dreapta neliniar. in cazul fortelor care depind de inversul
patratului distantei, cum este forta de atractie universala, acest termen devine constant si ecuatia lui
Binet se poate integra. Forta de atractie universala dintre doud corpuri de mase m si M intre care
este distanta » are marimea algebrica:

mM

r

F=k

(11.173)

unde k este constanta de atractie universala a carei marime a fost determinatd experimental pentru
prima datd de catre fizicianul englez Henry Cavendish (1731-1810). Valoarea recomandatd a
acestei constante de catre CODATA (Committee on Data for Science and Technology) este

m3

k=6,67384-10711 =

5 (11.174)
kg-s



Ecuatia lui Binet data de relatia (11.171) capata urmatoarea forma in cazul fortei de atractie

universala:

o= (11.175)

Aceasta este o ecuatie diferentiald liniard de ordinul doi, neomogend, cu coeficienti constanti.

Ecuatia omogena

oo (11.176)

are ecuatia caracteristica
B +1=0. (11.177)

cu solutiile B =i si f, =—i. Solutia generald a ecuatiei omogene este:

(l) =Cjcos@+Cysinf . (11.178)
r o
O solutie particulara a ecuatiei neomogene se cauta de forma unei constante notata B:
1
(—J =B (11.179)
"/p
care, inlocuita in ecuatia (11.175), conduce la solutia particulara
(lj :k—jg. (11.180)
r), C

Solutia ecuatiei diferentiale (11.175) este suma dintre solutia generald a ecuatiei omogene

(11.178) st solutia particulara (11.180), adica este de forma:

r

1=C10089+C25in9+k—]\§. (11.181)
C

Daca se noteaza
JCct+C3 :Asi%=tg90, (11.182)
1

atunci solutia (11.181) capata forma:

lecos(@—é’O)Jrk—Af. (11.183)
r C
Facand notatiile
2
M4, (11.184)
C? kM

din ecuatia (11.183) rezulta:



r= p .
1+ecos(6—-06,)

(11.185)

Aceasta este ecuatia generald a unei conice situatd in planul miscarii. Parametrul p se numeste
parametru focal iar parametrul e se numeste excentricitate. Excentricitatea este un indicator al
formei traiectoriei, fiind posibile urmatoarele situatii:

1. Daca e =0, atunci traiectoria punctului este un cerc avand in centru punctul de masa M,

2. Daca 0<e<1, atunci traiectoria punctului este o elipsa avand 1n unul din focare punctul de

masa M;

3. Daca e =1, atunci traiectoria punctului este o parabold avand in focar punctul de masa M;

4. Daca e>1, atunci traiectoria punctului este o hiperbold avand in focar punctul de masa M;
Pentru a putea determina constantele de integrare din ecuatia (11.181), trebuie mai intai derivata
aceasta ecuatie in raport cu timpul:

—%f:—cle'sinmczécose (11.186)
r
Impunand conditiile initiale (11.156) in ecuatiile (11.181) si (11.186), se obtine urmatorul sistem de

ecuatii algebrice avand necunoscutele C; si C, :

i=Cl+k—]\§, (11.187)

0 C
—izvocosoazczM (11.188)

' )
Solutia sistemului de ecuatii de mai sus este:

C1=i—k—]\§, (11.189)

h C
Cy=—8% (11.190)

nsma

Folosind aceste valori, din relatiile (11.182) si (11.184) si pe baza relatiei (11.161), rezultd ca

patratul excentricitatii este:

2.2 - 2

Vory sin” a kM

e2:l+002—2£v5—2—j. (11.191)
k“M o

Din relatia de mai sus se poate concluziona cd traiectoria punctului de masa m este:

A . kM .. A
1. Oelipsa in cazul in care v(% <2—— adica atuncicand 0<e<1;
o



Traiectoria este circulara daca e=0. Din (11.191) rezulta ca excentricitatea este zero daca
kM . V4
W= sia=2. (11.192)
i) 2

< A . kM .. -
2. O parabold in cazul in care v(% =2—— adicd atunci cand e=1;
o

: < A . kM .. .
3. O hiperbola in cazul in care v(% >2—— adicd atunci cand 1<e.
o
Se remarca faptul ca forma traiectoriei nu depinde de unghiul a, deci de orientare initiala a vitezei ci
numai de viteza initiald si de pozitia initiald a punctului, cu exceptia cazului particular al traiectoriei

circulare.

11.10.2.1. Legile lui Kepler

Savantul german Johannes Kepler (1571-1630), a descoperit trei legi importante care
guverneaza miscarea planetelor. El le-a descoperit pe cale empirica.

Prima lege a lui Kepler afirma ca planetele descriu traiectorii eliptice avand soarele Tn unul
din focare. Acest fapt rezulta din ecuatia conicei (11.185).

Cea de a doua lege a lui Kepler afirmd ca vectorul de pozitie al unei planete in raport cu
soarele descrie arii egale in intervale de timp egale. Aceasta lege este consecinta miscarii planetei
cu viteza areolarad constanta.

Cea de a treia lege a lui Kepler afirma ca raportul dintre patratul timpului de revolutie si
cubul semiaxei mari a elipsei este acelasi pentru toate planetele. Aceasta lege poate fi demonstrata
acum prin calcul. Pentru aceasta se noteaza distanta minima de la soare la planetd masuratd pe
directia semiaxei mari a elipsei cu rp, notatie bazatd pe faptul ca acest punct se numeste pericentru
(figura 11.9). Se mai noteaza distanta maxima de la soare la planetd masuratd pe directia semiaxei

mari a elipsei cu r,, notatie bazata pe faptul ca acest punct se numeste apocentru (figura 11.9).

Valorile acestor distante sunt:

B

rg=-—2—, (11.193)

—_
|
)

[

rp = (11.194)

[a—
Q

+
Daca se noteaza semiaxa mare a elipsei cu a si semiaxa micd cu b, atunci lungimile acestor semiaxe
se calculeaza cu relatiile:

g4 +rp  p kM

o

(11.195)



b=aVl-e? =L Yo0S< (11.196)
\/1—62 \/2W_v2

0
o
Relatia (11.195) arata cd semiaxa mare a elipsei nu depinde de unghiul a.

Timpul in care planeta parcurge intreaga elipsd numit si timpul de revolutie, notat 7, se

calculeaza folosind relatia (11.167):

T 2r r2 1 2
T=jdz= j-d&:-jrzde. (11.197)
C C
0 0 0
Planeta
rdé
Al\(apocentru) P (pericentru)
Soare

Fig. 11.9 Traiectoria unei planete

: 1 : oA : L .
Tinand cont ca Er-rd& aproximeaza, atunci caind dd — 0, aria unui triunghi (fig. 11.9) cu baza

rd@ si inaltimea r, integrand de la 0 la 27 aceasta arie elementard se va obtine aria elipsei. Prin
urmare integrala din relatia (11.197) reprezinta dublul ariei elipsei adicd are valoarea 27ab.

Rezulta pe baza relatiei (11.161) ca perioada de revolutie a planetei este:

ro_2%b (11.198)
nvo SIno

Inlocuind in formula de mai sus valorile semiaxelor elipsei date de (11.195) si respectiv (11.196),

se obtine:

T:LMy (11.199)

ea]
)

Tinand cont de relatia (11.195), din formula de mai sus se obtine legea a treia a lui Kepler:

2 _4r

L 11.200
3T ( )



11.10.2.2. Vitezele cosmice

Vitezele cosmice sunt in numar de trei. Prima viteza cosmica este viteza pe care trebuie sa o
aibd un satelit care nu este lansat de la suprafata pamantului ci de la o inaltime / pentru a deveni
satelit al pdmantului pe o orbitd circulard. Tinand cont cd greutatea unui corp de masd m situat la

suprafata pamantului este egala cu forta de atractie exercitata de pamant, se poate scrie egalitatea:

mg:k%, (11.201)
R
unde M este masa pamantului iar R este raza lui. Din relatia de mai sus rezulta:
kM = gR? . (11.202)

Viteza pentru o traiectorie circulard a satelitului este data de relatia (11.192), in care, daca inlocuim

relatia (11.202), se obtine:

== . (11.203)

Prima viteza cosmicd, notatd vy, atunci cand se neglijeaza indltimea /4 in raport cu raza

pamantului care se considerd a fi media intre raza la poli de 6356,8 km si raza la ecuator de

6378,137 km, este:
gR?
v = =~ ,/gR =7.91km/s (11.204)
R+h

A doua viteza cosmicd, notatd v,, este viteza necesara satelitului pentru a iesi din campul

gravitational al pamantului. Valoarea minimad este cea care corespunde unei traiectorii de tip

parabold, adica are marimea:
kM
vy = [25° = \2gR = \[2v; =11,2kns. (11.205)
o

Un satelit, care are o viteza cuprinsd intre prima vitezd cosmica si cea de a doua, lansat de la o
indltime egald cu suma dintre raza pamantului si grosimea atmosferei terestre, va avea o traiectorie
in forma de elipsa si va fi satelit artificial al pamantului.

A treia vitezd cosmica, notatd vs, este viteza pe care trebuie sd o aiba satelitul pentru a

parasi sistemul solar, adica sd iasa din caAmpul gravitational al soarelui. Deoarece masa pamantului

este 1,9891~1030 kg iar distanta de la pamant la soare este 149600000km, rezultd ca viteza

necesara satelitului pentru a parasi campul gravitational al soarelui este:

-11 30
vy = 2kM :\/2 6,67384-10 1,9891-10 — 42,1k (11.206)
1o 149600000




Daca se tine cont ca satelitul se lanseaza de pe pamant iar viteza acestuia pe orbitd este de
28,8 km/s, insemna ca satelitului trebuie sd 1 se imprime numai o viteza suplimentara de 12,3 km/s.
Toate aceste valori sunt orientative deoarece nu s-a tinut cont de rezistenta mediului n cazul
lansdrii de pe suprafata pamantului si de alte elemente ce pot influenta aceste viteze. Dacd, de
exemplu, se tine cont de atractia exercitatd de pamant, atunci a treia viteza cosmica este 16,6 km/s

(Voinea R., Voiculescu D.,Ceausu V., Mecanica, E.D.P., Bucuresti, 1983, pag.300).

11.10.3. Miscarea punctului material sub actiunea fortelor elastice

Se considera un punct fix O care exercitd asupra unui punct material mobil M avand masa m
o forta de atractie care este proportionald cu distanta dintre cele doua puncte. Acest tip de fortd se
numeste forta elastica. Dacd 7 este vectorul de pozitie al punctului M in raport cu polul O, atunci
forta elastica care actioneaza asupra punctului M este

F,=—k,r, (11.207)

unde k, este o constantd pozitivd denumita constantd elasticd. Forta elasticd este o fortd centrald
deoarece trece intotdeuna prin punctul fix O. Momentul cinetic se conserva in cazul fortelor
centrale ceea ce face ca, in functie de conditiile initiale, traiectoria sa fie una rectilinie sau o curba
plana.

Vom considera cazul in care traiectoria punctului este rectilinie, adicd atunci cand vectorul

de pozitie 7, al punctului la momentul #=0 este nenul (punctul nu coincide cu centrul atractiv O)
iar viteza v, a punctului este coliniara cu 7. Daca traiectoria rectilinie a punctului se considera a fi

axa Ox (fig. 11.10), iar asupra lui actioneaza numai forta elastica

F,=-k,x, (11.208)
atunci problema Cauchy se scrie:
mx =—k,x, (11.209)
x(0) = xg, x(0)=vy. (11.210)
x=-4 O < F, M vy x=+4
X0 X
«—>

Fig. 11.10 Miscarea rectilinie oscilatorie a punctului.



Ecuatia de miscare (11.209) este o ecuatie diferentiald liniara, omogena de ordinul doi cu coeficienti

constanti. Cu notatia

£=k2, (11.211)

m
ecuatia de miscare capata forma:

¥+k*x=0. (11.212)
Ecuatie caracteristica atasata este

72+ k2 =0 (11.213)
si are solutiile imaginare

ro=tN—kP=+ki  (i=+1) (11.214)

Solutia generald a ecuatiei diferentiale (11.212) se scrie
x = Cj cos(kt) + C, sin(kt) (11.215)
Pentru determinarea constantelor de integrare C; si C,, mai intdi se calculeazd viteza
punctului prin derivarea legii de miscare (11.215) 1n raport cu ¢, rezultand:
X =—kCysin(kt) + C, cos(kt) . (11.216)
Se impune apoi conditia ca la momentul initial £ =0 conditiile initiale (11.210) sa verifice relatiile

(11.215) si (11.216). Se obtin urmatoarele valori pentru cele doud constante de integrare:

CIZXO, (11217)
C, :%0, (11.218)

Dupa inlocuirea valorilor constantelor in relatia (11.215), se obtine urmatoarea lege de miscare a
punctului:

x = xq cos(kt) + %sin(kt) . (11.219)

Pentru a evidentia tipul miscarii executate de punctul material, se scoate fortat in factor

constanta C, , considerata nenula,in relatia (11.215) si se obtine:

X= Cz(%cos(kt) + sin(kt)J . (11.220)
2
Cu notatiile
tga=& (11.221)
Cy

si

A=4/C} +C3, (11.222)

relatia (11.220) se scrie



sina cos(kt) + cosasin(kt)

x=Cy (11.223)
cosa
sau, tinand cont de egalitatea
cosqe—b - ©2 , (11.224)
Nl+ig?a |t +C3
se obtine:
x = Asin(kt + ) . (11.225)
Pentru cazul in care C, =0, relatia (11.215) capata o forma de tipul (11.225):
x = Cjcoskt = xycoskt = xq sin(kt + %) (11.226)
Relatiile (11.225) si (11.226) aratd ca punctul are o miscare rectilinie oscilatorie armonicd avand
pulsatia
k= ke , (11.227)
m

si perioada

72" g M (11.228)
k k,

5 . Dy 9 . s T <
In cazul in care vy =0 amplitudinea 4 este egald cu x( si faza initiald este 2 iar daca vy #0

amplitudinea este

A= x§+% (11.229)
si faza initiala
o = arctg X0k (11.230)
Yo

Viteza si acceleratia punctului se obtin derivand in raport cu timpul relatia (11.219) sau (11.225).
Forta elastica este o forta conservativa si, de aceea, energia mecanica se conserva, adica are
loc relatia

2

my + Ekex

2

2

= constant . (11.231)

In timpul miscarii are loc transformarea continui a energiei potentiale in energie cinetica si invers
astfel Incat suma celor doud energii este constanta.

Miscarea rectilinie a punctelor materiale atasate elementelor elastice de tip arcuri de
de tipul (11.219) sau (11.225). Se considera ca punctul O din figura 11.11 este in pozitia de

echilibru static, adica pozitia in care forta elstica din arc este echilibrata de greutatea punctului M.



(11.219) sau (11.225).

Fig. 11.10. Arcul de Intindere-compresiune

In general, daci arcul este deformat de la o lungime initiald /; la o lungime /, forta elastica
F, din arc este proportionald cu alungirea Al =/—1, adica are loc urmatoarea relatie
experimentala:
F,=-k,Al. (11.232)

Aceastd relatie se numeste legea lui Hooke, dupa numele savantului englez Robert Hooke (1635-

1703). Ea aratd ca forta elastica este proportionald cu deformatia arcului si este orientatd in sens

opus directiel de deplasare. Constanta elastica k, se determind experimental.

11.11 . Dinamica punctului material supus la legaturi

Punctul material supus la legaturi este echivalent cu un punct material liber atunci cand
legdturile sunt inlocuite cu fortele de legdtura confom axiomei legaturilor. Daca se noteaza cu m
masa punctului material, cu R rezultanta fortelor de legiturd si cu F rezultanta celorlalte forte care
actioneaza asupra punctului, denumite si forte date, atunci ecuatia de miscare pentru punctul
material supus la legaturi se scrie:

ma=F+R, (11.233)
t=0, 7(0)=7, r0)=v. (11.234)

Problema are ca necunoscute legea de miscare si fortele de legiturd. Pentru a o putea
rezolva, este necesar sa se adauge si ecuatiile de legatura.

Ca metode de rezolvare se utilizeaza de multe ori teorema energiei cinetice sub forma finita

(11.65) sau, cand este cazul, teorema conservarii energiei mecanice (11.74).



Se remarca faptul ca lucrul mecanic al reactiunii normale N este nul, deoarece aceasta fiind

perpendiculard pe tangenta, deci pe directia vitezei, are loc relatia:

dL=N-dr=N-vdt=0. (11.235)

11.11.1. Pendulul matematic

Un punct material supus la legaturi este un pendul matematic sau un pendul simplu atunci
cand este obligat sa se miste fara frecare pe un cerc situat intr-un plan vertical numai sub actiunea
greutatii. Legatura poate fi realizatd printr-o tijd sau cu un tub circular vertical caz in care face parte
din categoria legaturilor bilaterale care nu permit parasirea legaturii pe directie normala la cerc (Fig.
11.12). De asemenea legatura poate fi realizata printr-un fir sau printr-un jgheab circular caz in care
face parte din categoria legdturilor unilaterale care permit parasirea legaturii pe directie normala la

cerc (punctul poate ”cadea” in interiorul cercului in anumite conditii) (Fig.11.13).

Fig. 11.12 Pendulul matematic cu Fig.11.13. Pendulul matematic cu
legatura bilaterala (tija). legdtura unilaterala (fir).

Se considera mai intai cazul legaturii bilaterale. Legea a doua a lui Newton se scrie:
ma=T+G, (11.236)
unde T este tensiunea in tiji si G = mg este greutatea punctului material. Dacd se noteazi cu /

lungimea tijei, atunci intre lungimea s a arcului de cerc si unghiul la centru 6 corespunzator
exprimat in radiani, se poate scrie relatia de legatura:
s=10 . (11.237)

Prin derivarea relatiei anterioare se obtin relatiile:



s=v=10=lw, (11.238)
in care 6= este viteza unghiulara si respectiv
s=10=Il¢, (11.239)
in care 0 = ¢ este acceleratia unghiulara.
Deoarece traiectoria punctului este circulard, deci are forma cunoscutd, pentru studiul

miscarii se utilizeaza coordonatele intrinseci. Viteza punctului material este:

v=s7 =107 =loT, (11.240)
iar acceleratia este:

2 2
17=léf+ll9217=lgf+v717=lgf+la)217. (11.241)

a=S87+

~|=

Proiectand relatia (11.236) pe axele triedrului Serret-Frenet (figura 11.12) si tinand cont de

relatiile (11.240) si (11.241), rezultd urmatoarea forma a ecuatiilor diferentiale de miscare:

ml = —mgsin, (11.242)
v2
mT:T—mgcosﬁ. (11.243)

La momentul initial # =0, se considera ca punctul face cu directia verticald unghiul 6, si are viteza

mnitiala vy (figura 11.12), ceea ce conduce la valoarea initiald a vitezei unghiulare
. VO
@(0) =6(0) = ayy =7

Ecuatia (11.242) se poate integra o datd folosind un artificiu ce constd in inmultirea ecuatiei
cu 260 . Se obtine:
2ml06 = -2mgBsinf . (11.244)
Prin integrarea relatiei de mai sus rezulta:
ml6? =2mgcosf+C, (11.245)
unde C este o constantd de integrare care se determina folosind conditiile initiale precizate mai
inainte. Valoarea constantei de integrare este:
C = mla —2mg cosb. (11.246)
Inlocuind valoarea constantei C in relatia (11.245), se obtine urmitoarea expresie a
patratului vitezei unghiulare:

w* = 3 —2Tg(cos6?0 —cos0), (11.247)

Aceasta ecuatie se poate scrie in functie de viteza liniard pe baza relatiei (11.238), sub forma:

v2 =13 —2gl(cosby — cosb). (11.248)



Integrarea analiticd se opreste aici, neputandu-se obtine o functie care sa arate variatia in timp a
unghiului 6.

Relatia (11.248) se deduce mult mai simplu prin aplicarea legii conservarii energiei
mecanice. Daca se considerd ca in pozitia € =0energia potentiald este nuld, atunci energia
potentiald a punctului este:

mgh =mg(l —[cosf). (11.249)
Egalitatea dintre energia mecanica initiala si energia mecanicd de la un moment ulterior se scrie:

2 2
m—zv(’+mg(z—1coseo):mTV+mg(l—1cos9), (11.250)
din care se obtine:

V2 :vg—2gl(cos00—cos6’). (11.251)

Relatia de mai sus permite aflarea unghiului € pentru care se anuleaza viteza punctului, al carui

cosinus are expresia:

_ 2glcosf —v(%
2gl '

cosd (11.252)

Pentru ca sa existe un unghi pentru care sa se anuleze viteza punctului, moment in care punctul se
opreste si se misca in sens invers executand apoi o miscare oscilatorie in jurul pozitiei celei mai de
jos a punctului datd de 8 =0, trebuie ca:

2
< 2glcosfy — v <
2gl

-1

1. (11.253)

Inegalitatea de mai sus conduce la:
Vg < 2glcos By +2gl (11.254)

Prin urmare, daca viteza initiald satisface inegalitatea de mai sus, miscarea punctului este

oscilatorie. Daca viteza punctului satisface egalitatea
Ve =2glcosby +2gl (11.255)
atunci punctul se opreste in pozitia € =xr,adica in pozitia cea mai de sus se pe cerc. Aceastd

pozitie este insd asimptotica, deoarece, dacd se fac calculele, rezulta un timp infinit pentru a o
atinge (Voinea R., Voiculescu D.,Ceausu V., Mecanica, E.D.P., Bucuresti, 1983, pag.312). Daca

viteza initiala satisface inegalitatea
Ve >2glcosby +2gl (11.256)

atunci punctul se va roti la nesfarsit pe cerc, viteza punctului nemaiputand lua valoarea zero

deoarece ecuatia (11.252) nu are solutie.



Tensiunea din tija se calculeaza din relatia (11.243) unde viteza punctului este datd de

(11.251):

2
T:mv7+mgcos:9:?(v§—2glcos90+3glcos9) (11.257)

Aceasta tensiune se anuleaza cand

_ 2glcos @ —v(%

cos@ (11.258)
3gl
Pentru a exista o pozitie in care tensiunea din tija sa fie nula, trebuie ca:
2
< 28lcosthmvg (11.259)
3gl

ceea ce inseamna ca patratul vitezei trebuie sa satisfacd inegalitatea:

Ve <2glcos6 +3gl. (11.260)

In concluzie pot sa apard urmatoarele situatii:

1.

0<v§ <2glcos@y, situatie in care viteza punctului se anuleazd inainte de anularea a

tensiunii In tijd iar punctul se misca oscilatoriu in jurul pozitiei verticale, unghiul 8 fiind

A T T
cuprins in intervalul (— B -+ Ej ;

2 . A . .o . e . .
vy =2glcosb, situatie In care viteza punctului si tensiunea in tijd se anuleazd simultan

- . . : T . p/a A . o
cand unghiul @ ia valorile Y sl respectiv +5, punctul miscandu-se oscilatoriu in jurul
pozitiei verticale, unghiul @ fiind cuprins 1n intervalul {—Eﬁ?}

2glcosfy < v(% <2glcosfy +2gl, situatie In care mai Intai se anuleaza tensiunea din tijd ea

trecand de la producerea intinderii tijei la producerea comprimarii acesteia, trecere care are
loc dupa depasirea pozitiei orizontale a tijei. Anularea vitezei se produce dupa depasirea
pozitiei de anulare a tensiunii din tijd dar fard a se depasi pozitia verticald a pendulului,
punctul miscandu-se oscilatoriu in jurul pozitiei verticale, unghiul € fiind cuprins in

intervalul (- z,+7);

v(% =2glcosfy +2gl, situatie In care punctul se Indreapta asimptotic cdtre pozitia verticala

in care viteza sa trebuie sd fie zero. Tensiune din tija isi schimba sensul dupd ce punctul

depaseste pozitia orizontala;

2glcosfy +2gl < v(% <2glcosfy +3gl, situatie In care punctul are o miscare de rotatie

o . T . o . q. “ A T A
continud iar tensiunea in tija isi schimba ciclic sensul o data in intervalul 6 5,7[ trecand



e . : C o oA 3z R
de la intindere la compresiune si apoi incd o datd in intervalul 6 e (ﬂ',?J trecand de la

compresiune la intindere;

6. 2glcosy+3gl = v%, situatie in care punctul are o miscare de rotatie continuad iar tensiunea

din tija se anuleaza in pozitia cea mai de sus a pendulului cand 0 =7 ;

7. 2glcosy+3gl < v(z) , situatie in care punctul are o miscare de rotatie continud iar tensiunea

din tija nu se anuleaza, ea producand numai intinderea tijei.
In cazul legaturii unilaterale ecuatiile de miscare sunt tot (11.242) si (11.243) iar viteza si
tensiunea in fir sunt date de (11.251) si (11.257). Discutia asupra modului de miscare a punctului
este similard cu aceea din cazul legaturii bilaterale cu precizarea ca, atunci cand se anuleaza

29 A
1

tensiunea din fir Thainte anularii vitezei punctului, legatura se desface si punctul ”cade” in interiorul

cercului (Fig. 11.13). In functie de mirimea vitezei initiale, pot si apard urmitoarele situatii:

l. O<v3 <2glcos, situatie in care viteza punctului se anuleazd Inainte de anularea a

tensiunii 1n tija iar punctul se misca oscilatoriu in jurul pozitiei verticale, unghiul 6 fiind

o T T
cuprins in intervalul (— B} -+ Ej ;

2. v(% =2glcos @, situatie in care viteza punctului si tensiunea in tija se anuleaza simultan

. . . . T . V2 A . o

cand unghiul @ ia valorile Y si respectiv +E’ punctul miscandu-se oscilatoriu in jurul
e . ) . o T

pozitiei verticale, unghiul @ fiind cuprins In intervalul {_E’+3};

3. 2glcosf < v% <2glcos@y +3gl, situatie in care, mai intdi, se anuleazd tensiunea din fir
cand unghiul € are valoarea data de egalitatea (11.258). In acel moment viteza punctului nu

este nuld si acesta va parasi legitura si se va indrepta spre interiorul cercului dupa cum se

aratd 1n figura 11.13. Fenomenul are loc intre pozitia orizontald si cea verticald a pendulului

unghiul @ fiind cuprins in intervalul (4‘ %,Hr}.

4. 2glcosy+3gl < v(z) , situatie in care punctul are o miscare de rotatie continuad iar tensiunea

din fir nu se anuleaza.

Un caz particular important este cel al micilor oscilatii. Micile oscilatii sunt considerate cele
care au o amplitudine mai mica decat 5°. Pentru astfel de valori mici ale unghiului €, putem face
aproximatia:

sind=6. (11.261)

Ecuatia diferentiala (11.242) capata, pe baza acestei aproximatii, forma simplificata:



é+§9=0. (11.262)

Conditiile initiale sunt:

0(0) =6, si 6(0)=ay = "70 (11.263)
Daca se face notatia:
K2 =§, (11.264)

atunci ecuatia diferentiala (11.262) capata forma (11.212) care, dupa cum s-a aratat, conduce la o
migcare oscilatorie armonica avand legea de miscare:

0= Asin(kt + ), (11.265)

unde amplitudinea oscilatiei este:

2 2
A=\/9§+“’Ll=\/9§+v—0, (11.266)
g

iar faza initiald este:

a= arctg(i\/gJ = arctg(ﬁ\/yj (11.267)
O [ Vo

T:2—ﬂ=27r\/z. (11.268)
k g

In cazul in care viteza initiald este nuld, adica pendulul este scos cu un unghi 6, mai mic de

Perioada micilor oscilatii va fi:

5° din pozitia verticala de echilibru si apoi eliberat, oscilatiile armonice se vor produce dupa legea:
0 = 0 cos( %z) = By sin( %z +%) (11.269)

si vor avea aceeasi perioada ca in cazul in care viteza initiala era nenuld, adica cea data de formula

(11.268).
11.11.2. Pendulul sferic

Pendulul sferic este format dintr-un punct material supus la legaturi care este constrans sa se
miste fara frecare pe o suprafatd sferica numai sub actiunea greutatii. Vom considera cazul in care
legdtura este formata dintr-o tija de lungime / care are la un capat punctul material de masa m si la
celalalt capat o articulatie sferica care permite rotatia spatiala a tijei (fig. 11.14). Pentru studierea

miscarii se vor folosi coordonatele sferice. Coordonata » este constantd si egald cu lungimea / a



pendulului sferic si, prin urmare, derivatele acestei coordonate vor fi nule. Ecuatiile de miscare ale
pendulului sferic, deduse pe baza componentelor acceleratiei in coordonate sferice prezentate in

capitolul consacrat cinematicii punctului si a figurii 11.14, sunt:

m(—10* —1¢*sin® ) =T —mgcos O ; (11.270)
m(16 —1¢* sinfcos @) = mgsind ; (11.271)
m(l¢psin@ +2[pOcosO) =0 . (11.272)

Din ecuatia (11.272) se obtine o prima ecuatie diferentialda de ordinul al doilea, neliniara

avand ca necunoscute unghiurile dsi ¢:

¢= ——2@?0059 (11.273)
sind
Din ecuatia (11.271) se obtine o a doua ecuatie diferentiald de ordinul al doilea, neliniard cu
aceleasi necunoscute:

G gsinf +Ipsinfcosd
[

Sistemul de ecuatii diferentiale (11.273) si (11.274) poate fi integrat numeric n conditii

(11.274)

mg
Fig. 11.14 Pendulul sferic

initiale date pentru determinarea unghiurilor 8 si ¢. Din ecuatia (11.270) se poate determina apoi
tensiunea din tija. Existd totusi posibilitatea determindrii a doud integrale prime furnizate de
aplicarea conservarii momentului cinetic pe directia axei Oz si respectiv de conservarea energiei
mecanice cu conditia consideratd de neglijare a frecarilor.

Deoarece dreapta suport a tensiunii din tija trece cu prin polul O, insemna cd momentul
acestei forte in raport cu acest pol este nul, deci si momentul axial in raport cu axa Oz. Pe de alta

parte, forta de greutate a punctului este paraleld cu axa Oz, ceea ce inseamna cd momentul axial In



raport cu aceasta axa este nul. In aceste conditii, rezulta ca pe directia axei Oz are loc conservarea

momentului cinetic.

Coordonatele punctului material de masa m, conform figurii 11.14, sunt:

x=I[sinfcosy; (11.275)
y=Isinfsing; (11.276)
z=1[cosb. (11.277)

Prin derivarea coordonatelor punctului in raport cu timpul, se obtin componente vitezei

acestuia:
x=10cosfcosp —Ipsinfsing ; (11.278)
y =16cosOsing —lpsinfcosg ; (11.279
z=-10sinf. (11.280)
Determinantul care furnizeaza expresia momentului cinetic este:

i k
Ko=rxmv=mlx y z|. (11.281)

X y z

Componenta momentului cinetic dupa directia axei Oz este constantd, adica are loc relatia:
m(xy — yx) = constant . (11.282)
Substituind coordonatele punctului (11.275), (11.276) si componentele vitezei (11.278) si
(11.279) 1n (11.282) se obtine:
mlz(p sin” @ = constant . (11.283)
Aceastd relatie trebuie sa fie adevarata si pentru conditiile initiale 8(0) =6, si ¢(0) = ¢, care, prin
inlocuire in (11.283), vor furniza valoarea constantei:
ml 2(1')0 sin® 6 = constant . (11.284)
Egaland expresiile date de (11.283) si (11.284) se obtine integrala prima:
Q= Mrfﬁo . (11.285)
sin” @
Cea de a doua integrald prima rezulta din conservarea energiei mecanice. Energia cinetica a

punctului este:

E =%m\72 _ %m(,ﬁ 192427 :%m(lzéz +2p%sin0).  (11.286)

Daca se considera energia potentiala a punctului ca fiind zero in pozitia cea mai de jos a acestuia,

adicd pentru z = —/, atunci expresia energiei potentiale este:

V =mgl(1+cosf). (11.287)



Conservarea energiei mecanice afirmd cd suma dintre energia cineticd si cea potentiald la un
moment oarecare este egald cu suma dintre energia cinetica si cea potentiala la momentul initial
t=0.
E+V=EW0)+V(0). (11.288)
Daca conditiile initiale sunt
0(0) =06y . ¢(0) =y, p(0) =y si 6(0)=0p. (11.289)
atunci are loc egalitatea:

%mlz(éz +¢? sin? 0) + mgl(1+ cos0) = %mzz(éoz + > sin® 6y) + mgl(1+cosby). (11.290)

Din (11.290) si folosind integrala prima (11.285), se obtine a doua integrald prima:

sin’ &
sin” 0

62 :27g(cos9—cos00)+¢02 sin” G| 1- (11.291)

Integralele prime (11.285) si (11.291) se pot folosi la studiul derivatelor unghiurilor € si ¢ dar ele

nu mai pot fi integrate analitic inca o datd pentru a obtine expresiile de calcul ale acestor unghiuri.

11.12. Dinamica miscarii relative a punctului material

Se considerda un punct material de masd m care executd o miscare relativd in raport cu un
rigid (S) ce efectueaza miscarea de transport. Asupra punctului actioneaza rezultanta fortelor date
F dar si rezultanta fortelor de legiturd R . Se considera cunoscuti miscarea de transport si se pune
problema determinarii miscarii relative, a pozitiei de echilibru relativ in raport cu rigidul (S) in
cazul 1n care existd o astfel de pozitie precum si reactiunile legaturilor. Daca se noteaza acceleratia

absoluta cu a

. » conform legii a doua a lui Newton, are loc relatia:

ma, =F +R . (11.292)

Pe de alta parte, acceleratia absoluta este suma dintre acceleratia de transport a,, acceleratia relativa
a, i acceleratia Coriolis (denumitd si acceleratia complementard) a,., adicd relatia (11.292) se
poate scrie detaliat:

m(@, +a,+a,)=F +R . (11.293)
Din relatia (11.293) se obtine ecuatia dinamicii miscarii relative care are forma:

ma, =F +R —ma; —ma, . (11.294)
Ecuatia se mai scrie:

ma,=F+R+F'+F!, (11.295)



unde s-a notat —ma, cu F; ceea ce inseamna forta de inertie de transport si —ma,cu F, ceea ce

inseamna forta de inertie Coriolis. Cunoscand la momentul ¢ = 0 pozitia punctului fata de rigidul (S)
(pozitia relativa) si viteza punctului fatd de rigidul (S) (viteza relativa), se poate obtine, prin
integrarea relatiei (11.295), legea miscarii relative pentru conditiile initiale precizate.

Un caz particular important il reprezinta acela in care miscarea de transport este o translatie
rectilinie si uniforma. In aceasta situatie atét acceleratia de transport cat si acceleratia Coriolis sunt
nule, ceea ce conduce la anularea fortelor de inertie corespunzatoare. Relatia (11.295) capata forma
particulara:

ma,=F+R. (11.296)
Aceasta relatie este identicd cu cea care se scrie fatd de un reper fix. Reperele in raport cu care
ecuatia de miscare este identica cu cea scrisd fatd de un reper fix se numesc repere inertiale. Intr-un
reper inertial izolat de exterior nu se poate determina prin experimente mecanice daca acesta se afla

in repaus sau In miscare rectilinie si uniforma.
11.12.1. Echilibrul relativ

Pozitia de echilibrului relativ inseamna o pozitie a punctului in raport cu solidul (S) care
executa miscare de transport, deci o pozitie relativa, in care, daca asezdm punctul cu viteza relativa
initiala nuld, acesta ramane in repaus fata de rigidul (S). Pentru a gasi pozitia de echilibru relativ se
considerd mai Intai ca viteza relativa este nuld

v, =0. (11.297)
In consecinti, se anuleazi acceleratia relativa si acceleratia Coriolis:
a,=0sia,=2a,xv,=0. (11.298)

Ecuatia de echilibru relativ este:

F+R+F'=0. (11.299)
Aceasta relatie vectoriala se proiecteaza de regula pe axele reperului solidar cu rigidul (S), deci pe
axele reperului mobil, si are ca necunoscute coordonatele punctului fatd de acest repere care

stabilesc pozitia de echilibru relativ (daca exista o astfel de pozitie) si componentele fortelor de

reactiune.
11.12.2. O problema de dinamica miscarii relative a punctului material

Se considera un punct material de masa m care se poate deplasa cu frecare neglijabild de-a

lungul unei tije orizontale care se roteste cu viteza unghiulari constanti @y = wyk = wpk" in jurul



unei axe verticale (fig. 11.15). Punctul material este prins de axa verticala prin intermediul unui arc
care are constanta elastica k, si care este asezat In lungul tijei orizontale. Reperele sunt notate
conform cinematicii miscarii relative a punctului si sunt orientate asa cum se poate vedea in figura
11.15. Miscarea de transport, executata de tija orizontala, este una de rotatie in jurul axei fixe
Oz =Wz" cu viteza unghiulara constanti @, = wyk = wyk" iar miscarea relativi a punctului este o
miscare rectilinie in lungul tijei orizontale ce coincide cu axa Wx". Se doreste determinarea miscarii

relative si a pozitiei de echilibru relativ.

]
=R

Fig.11.15 Dinamica miscarii relative a punctului

Se presupune ca la momentul initial #=0 conditiile initiale ale miscarii relative sunt

x"(0)=/y (moment in care se considera ca arcul este netensionat) si x"(0)=0 ceea ce aratd ca
viteza relativi initiald este zero. Asupra punctului actioneazi forta elastici F, = —k,x"i", forta de
greutate mg =—mgk" si reactiunea normald N = N y]_'” + N k" perpendiculari pe tija orizontala dar
neparaleld cu directia verticala, adica cu componente dupa directiile axelor Wy" si Wz".
Vectorul de pozitie al punctului In miscarea relativa este:
7=l +Al(t))i", (11.300)
unde Al(¢) reprezintd alungirea resortului datoritd miscarii de transport, alungire care se modifica
in timp. Rezulta ca viteza relativa este:
v, =Al(t)i", (11.301)
iar acceleratia relativa este:
a,=Alt)i". (11.302)
Acceleratia de transport este o miscare de rotatie cu vitezd unghiulard constantd @, = a)ol; "

in jurul unei axei fixe Wz" si are expresia analitica:



a, =, < (@, x7")=—(ly + Al(t))wpi". (11.303)
Acceleratia Coriolis este:
. =2, xv, =2A()awy )" . (11.304)
Ecuatia diferentiald vectoriald a miscarii relative (11.296) capatd pentru acest caz particular forma:
mAl(1)i" =—mgk"+ N, j" + N k" — ko Al(1)i" +m(ly + A(D)RT" = 2mAl(H)ayyj" . (11.305)

Din relatia de mai sus rezultd urmatoarele trei ecuatii scalare:

mAI(t) = =k, Al(t) + m(ly + Al()) g ; (11.306)
0=+N,, —2mAl(1)ey; (11.307)
0=-mg+N,. (11.308)
Ecuatia diferentiala (11.306) are ca necunoscuta alungirea arcului A/si se mai scrie:
Al(t) + (k—e - w&)Al(r) =y . (11.309)
m
Ecuatia caracteristicd a ecuatiei diferentiale omogene:
.o ke 2
Al +| S —wy |Al(t)=0 (11.310)
m
este:
2 ke o
ro+—<—-wjy=0. (11.311)
m

- . .. y .k e e
In functie de pozitia fatd de zero a expresiei —& — a)g , exista trei situatii posibile:
m

1L ke_250
m

In acest caz solutiile ecuatiei caracteristice sunt imaginare:

ria= ii‘/k—e—a)z , (11.312)
m

ceea ce conduce la urmdtoarea forma a solutiei ecuatiei diferentiale omogene (11.310):

Al(t) =Cy cos(‘/k—e— ol z]+ C, sin(‘ /k—e—a)z z), (11.313)
m m

in care C;j si C, sunt constante de integrare care se determind folosind conditiile initiale.

O solutie particulard a ecuatiei neomogene (11.309) se alege de forma membrului drept adica o

constantd 4. Impunand conditia ca aceastd constanta sa verifice ecuatia neomogena, se obtine:



lo

o
Lo _ o
m

A= (11.314)

Solutia generald a ecuatiei diferentiale (11.309) este suma dintre solutia generald a ecuatiei

omogene si solutia particulard a ecuatiei neomogene:

2
Al(t)=C; cos[wfk—e—wg tJ+C2 sin( k—e—a)g tj+10&. (11.315)
m m kfe_ 2

2]
m

Derivata in raport cu timpul a solutiei (11.315) este:

Al(t) = —Cl\/k—e—wg sin(\/k—e—a}g IJ+C21/k—e—a)g cos(Jk—e—a)O2 t]. (11.316)
m m m m

Impunénd conditiile initiale A/(0)=0 si AI(0)=0, se obtin urmitoarele valori pentru constantele

Cl §1 C22
2
clz—klo—“’oz@i Cy =0. (11.317)
m

Folosind aceste valori, rezultd urmatoarea solutie a ecuatiei diferentiale (11.309):

2 2
Al = —- 2020 o (R 2 |y T (11.318)
k 0 k
e a)(% m e 2

m m
Tinand cont de faptul ca din relatia (11.300) rezulta:
x"=1y+Al(¢), (11.319)

. < < o . . k
se obtine urmatoarea forma a legii miscarii relative a punctului in cazul —& — a)g >0:
m

2 2 2
x"=1ly+ ooy __To% cos{ k—e—a)g tJ:IO +kl()&[l—cos( k—e—a)g tB (11.320)
2 2 m

k k
R 2 " —< -
m m m

Aceastd lege de miscare aratd ca punctul are o miscare oscilatorie armonica cu centrul de oscilatie

2 2
situat pe axa Wx" la distanta /, + _lowg fata de polul W si avand amplitudinea lo—a)o

ke 2 ke 2
] oy
m m

2 ke _250

m
In acest caz ecuatia diferentiala (11.309) capati forma:
Al(1) = lyad (11.321)

care aratd cd miscarea relativa este rectilinie uniform accelerata si are legea de miscare:



2
X" =1y +10w§%. (11.322)

30 ke 2 <0
m

In acest caz solutiile ecuatiei caracteristice sunt reale si distincte:

ria=t, |0 ——% (11.323)

2 ke 2 ke
600—*1‘ - a)o_i
Al(f)y=CreV ™M 4+Che ¥V m (11.324)

in care C; si C; sunt constante de integrare care se determind folosind conditiile initiale.

O solutie particulard a ecuatiei neomogene (11.309) se alege de forma membrului drept adica o

constantd 4. Impunand conditia ca aceastd constanta sa verifice ecuatia neomogena, se obtine:

2
L (11.325)
k, 2
m

Solutia generald a ecuatiei diferentiale (11.309) este suma dintre solutia generald a ecuatiei

omogene si solutia particulard a ecuatiei neomogene:

wy—=<t e — 2
A =CreV " m e VUm0 (11.326)
Lo _of
m

Derivata in raport cu timpul a solutiei (11.312) este:

) k, > k,
_ Jag—<t — |-t
M =Cpag ~Fe ™ m' o, g Keg NV m (11.327)
m m

Impunand conditiile initiale A/(0)=0 si A/(0)=0, se obtin urmitoarele valori pentru constantele

Cl §1 Czi

Ci=Cp=—"0 (11.328)

Folosind aceste valori, rezultd urmatoarea solutie a ecuatiei diferentiale (11.309):

2 w2 ke 2 2 ke 2
Aty = —— 0% NPTt R NPT (g 399

k
2(’%_603) z("e—ng Ko _ R
m m m



Tinand cont de relatia (11.319), se obtine urmatoarea forma a legii miscarii relative a punctului in

k
cazul ~&— g <0:

m
2 a)z—i 2 — a)z—i 2
":10+L0ke P om +L0ke ’ +klo& (11.330)
2[(08 —ej 2[0)8 —ej —e—wg
m m m

Aceasta lege de miscare aratd ca punctul are o deplasare relativa exponentiala care are limita infinit
cand timpul tinde la infinit.

Se poate pune problema pozitiei de echilibru relativ care se determind impunand conditia ca
viteza relativa si acceleratia relativa sa fie nule. In acest caz, conform (11.301) si (11.302), acest
lucru se reduce la AI=0 si Al=0. Ecuatia (11.309) furnizeaza valoarea pentru echilibru relativ

Al,, a alungirii arcului:

2
AL, =109 (11.331)
ke _ 2
m 0

Pozitia de echilibru relativ a punctului notatda x7, se obtine din relatia (11.300):

, load k, 1
xe,:10+Azer=10+k0 Ozzl"ﬁek—z (11.332)
e e
— = — — o
m 0

Deoarece x,, este 0 marime pozitivd, inseamna ca aceastd pozitie de echilibru relativ exista numai

.k . e : . . o .
daca —¢ - a)g >0 deci numai in situatia 1 dintre cele trei prezentate mai sus. Pozitia de echilibru
m

relativ se interpreteaza astfel: mai intdi se fixeaza punctul la distanta x7, si apoi, cand miscarea de
transport are loc cu viteza unghiulard constantd @ care satisface relatia (11.332), punctul este

eliberat insa el va ramane imobil in raport cu tija orizontald pe care std, adica nu va mai avea loc

acea miscare relativa oscilatorie din situatia 1.
11.13. Dinamica sistemelor de puncte materiale

Prin sistem de puncte materiale se intelege un numar de corpuri rigide modelate ca puncte
materiale, ale caror miscari sunt interdependente datorita legaturilor existente intre corpuri.

Legaturile fizice existente intre corpurile unui sistem de puncte materiale sunt modelate
matematic prin relatii algebrice intre parametrii de pozitie ai corpurilor si, eventual, derivatele

acestora.



Se considerd un sistem format din » puncte materiale avand masele m; ale caror coordonate

in raport cu un reper fix R(O,i,j,k) sunt x;, y;, z;, i =1,n. Legaturile la care pot fi supuse
corpurile sistemului pot fi Impdrtite n sase categorii, dupa cum urmeaza.

1. Legaturi bilaterale si legaturi unilaterale.

Legatura bilaterala este tipul de legatura ce nu poate fi parasita pe o directie normald la curba
sau suprafata de sprijin, adicad pe o directie perpendiculard pe viteza punctului. Legatura bilaterala
este modelatd matematic printr-o relatie algebrica intre parametrii de pozitie ai punctelor exprimata

printr-o egalitate de tipul:

f(xloylazla-"xnaynazn):O- (11333)

Legatura unilaterala poate fi parasita pe directie normala sub actiunea unui sistem corespunzator
de forte. O legatura unilaterala este modelatd matematic printr-o relatie algebrica intre parametrii de

pozitie ai punctelor exprimata printr-o inegalitate de tipul:
S X Y1205- X, V55 2,) 2 0. (11.334)

2. Legaturi geometrice si legaturi cinematice.
Legatura geometricd este legdtura care impune restrictii numai parametrilor de pozitie nu si
derivatelor acestora. Legatura geometrica este modelatd matematic printr-o relatie algebrica intre

parametrii de pozitie ai punctelor, care, in cazul legaturii bilaterale, este de tipul:
f(xlﬂylazla"'xn>ynazn):O- (11335)

Daca legatura este unilaterala, egalitatea devine inegalitate.

Legatura cinematica este legitura care impune restrictii atat parametrilor de pozitie cat si
derivatelor acestora. Legdtura cinematicd este modelatd matematic printr-o relatie algebrica intre
parametrii de pozitie ai punctelor si derivatele lor, care, in cazul legaturii bilaterale, este de tipul:

S Y1521 X0, V121 X5 Vs 2> X V> Z0) = 0. (11.336)
Daca legatura este unilaterala, egalitatea devine inegalitate.

3. Legaturi integrabile sau olonome si legaturi neintegrabile sau neolonome.

Aceastd categorie de legaturi se referd la legaturile geometrice. Dacd o legdturd cinematica
poate fi transformata, printr-o operatie de integrare, Intr-o legatura geometrica, atunci aceasta
legiturd se spune cd este integrabildi sau olonomi. In caz contrar legitura geometrici este
neintegrabild sau neolonoma.

4. Legaturi stationare sau scleronome si legaturi nestationare sau reonome.

O legatura este stationara sau scleronomd dacd in relatia algebrica care o modeleaza nu apare
explicit timpul. De exemplu legaturile modelate de relatiile (11.333), (11.334) si (11.336) sunt
stationare sau scleronome. O legdtura este nestationara sau reonoma daca timpul ¢ apare explicit in

relatiile algebrice care o modeleaza matematic. De exemplu legatura modelata cu relatia:



S0 Y1 20X V1210 X Vi Zn > K> Vo 25) = 0 (11.337)
este o legatura geometricad, bilaterala si nestationara (reonoma).

5. Legaturi ideale si legaturi reale.

Legatura ideala este acea legaturd in al cdrei model matematic nu se tine cont de frecari
deoarece acestea se neglijeazd. Daca frecarile nu se pot neglija si apar in modelul matematic atunci
legatura se numeste reala.

6. Legaturi interioare si legaturi exterioare

Legaturile dintre corpurile sistemului se numesc legaturi interioare iar legaturile dintre corpurile
sistemului si mediu se numesc legaturi exterioare.

O legaturda face parte din mai multe categorii, de exemplu poate fi legaturd interioara,
geometricd, scleronoma, ideala si bilaterala.

Un sistem format din » puncte materiale are 3n parametri de pozitie variabili in timp. Daca intre
acesti parametri existd / relatii de legaturd olonome independente exprimate prin egalitati, atunci

raman independenti numai p =3n—[ parametri de pozitie si se spine cd sistemul are p grade de

libertate. Se face precizarea ca arcurile elastice nu micgoreazd numarul parametrilor de pozitie
independenti deci nu reduc numarul gradelor de libertate ale sistemului.

Fortele care actioneaza asupra corpurilor unui sistem se Impart in doud categorii si anume in
forte interioare si forte exterioare. Fortele interioare includ numai fortele dintre corpurile sistemului
ele fiind consecinta interactiunilor reciproce ale corpurilor ce compun sistemul. Fortele interioare
satisfac principiul actiunii si reactiunii. Fortele exterioare includ fortele date si fortele de

interactiune ale corpurilor din sistem cu mediul exterior acestuia.

Se considera doud puncte arbitrare ale sistemului P si Pj(izl,n, j=Ln, i#j) avand
vectorii de pozitie 7; si respectivr; in raport cu polul O. Daca se noteaza cu Ej forta cu care
actioneaza punctul P; asupra punctului F; si cu Fji forta cu care actioneazd punctul F, asupra

punctului P;, atunci, datorita principiului actiunii si reactiunii, au loc egalitatile:

ﬁj

i+ Fi =0, (11.338)

Ji =

x Fy +7;xF; =0, (11.339)

S

ceea ce arata ca fortele interioare sunt formate din perechi de vectori direct opusi care, dupa cum s-a
aratat, au torsorul nul.

Asupra punctului P, actioneazd o fortd rezultanta interioara Fj,; datoratd numai

interactiunii cu celelalte puncte ale sistemului:



S
Fint, = ) Fy - (11.340)
J=1
J#i
Momentul rezultant in polul O al fortei rezultante interioare care actioneaza asupra punctului P,
este:

o
=Mo(Finy, )= D 7 < Fyj - (11.341)

J=1
J#I

i,

nt;

Torsorul fortelor interioare pentru Intregul sistem este nul si are componentele:

Fnt =Y Fin, =0; (11.342)

n
Mo =2 Mo, =0. (11.343)
i=1

Miscarea unui sistem de puncte materiale este cunoscutd atunci cand se poate determina

migcarea oricarui punct al sistemului.

Ecuatiile de miscare ale punctelor P. (i = I,_n) ale sistemului sunt:

m;a; = Fog; + Fpe;» i=1,n. (11.344)
Ca necunoscute ale acestui sistem de ecuatii sunt coordonatele punctelor prezente prin derivatele lor
de ordinul al doilea in raport cu timpul adica prin acceleratiile punctelor si reactiunile legaturilor
exterioare si interioare. Pentru a putea rezolva sistemul de ecuatii (11.334) acesta trebuie completat

cu ecuatiile de legdtura si cu conditiile initiale pentru momentul 1 =0:

=0 = 0 . T

(0)=70, 7(0)=7, i=Ln. (11.345)
Prin proiectarea relatiilor vectoriale de mai sus pe axele unui reper unic sau, cel mai adesea, pe

axele mai multor repere fixe alese convenabil si cu pozitiile reciproce bine precizate, se obtin relatii

scalare cu ajutorul carora se rezolva problema dinamicii sistemului.

11.13.1. Impulsul unui sistem de puncte materiale. Teorema impulsului pentru un

sistem de puncte materiale

Se considera un sistem format din » puncte materiale P, avand masele m; ai cdror vectori

de pozitie in raport cu un reper fix R(O,i, j,k) sunt 7; si care au vitezele v; =7, i=1,n.
Impulsul A al unui sistem de puncte materiale se defineste ca fiind egal cu suma

impulsurilor H; (i = I,_n) ale punctelor sistemului:



H=YH =Y mv;. (11.346)

Centrul de masa G al sistemului de puncte materiale are vectorul de pozitie

i=n i=n
D nmi Y nm;
= _i=l _i=1
l"G - i=n - M ) (11347)
m;

unde M este masa intregului sistem egala cu suma maselor punctelor materiale.

Din relatia (11.347) se obtine egalitatea:

i=n
Mrg =Y im;, (11.348)
i=1
care, prin derivare in raport cu timpul, conduce la:
i=n
Mvg =Y vim; (11.349)

i=1
in care v noteaza viteza centrului de masa al sistemului de puncte materiale. Tindnd cont de
relatia (11.346), se obtine egalitatea:
H=Mvg, (11.350)

care aratd cd impulsul unui sistem de puncte materiale este egal cu impulsul centrului sau de masa,
ca si cum in centrul de masa ar fi concentratd intreaga masa a sistemului de puncte materiale.
Teorema impulsului scrisd pentru fiecare punct al sistemului conduce la un sistem de »

relatii de forma:

H; = Fogy; + Fingys i =1Ln (11.351)

Daca se sumeaza aceste relatii, atunci in membru stang se obtine derivata impulsului intregului

sistem:

i=n | i=n g7y i:n_ .
SH=Y%_dvg _dH g (11.352)
e T M

iar in membrul drept, pe baza faptului ca suma fortelor interioare pentru intregul sistem este zero, se
obtine vectorul rezultant al fortelor exterioare pentru intregul sistem:

i=n

Z( ext +Fint) ZFext +ZFint _Z ext; — ext (11-353)

i=1

In final rezulta egalitatea:

|-
I
~

oxt > (11.354)



care exprima teorema impulsului pentru un sistem de puncte materiale care se enunta astfel:
Derivata in raport cu timpul a impulsului unui sistem de puncte materiale este egala cu
vectorul rezultant al fortelor exterioare care actioneaza asupra sistemului.

Pe de altd parte, derivand in raport cu timpul relatia (11.350), se obtine:
H = Mag . (11.355)
Pe baza egalitatilor (11.354 ) si (11.355), se poate scrie teorema miscarii centrului de masa:
Mag =F,,, (11.356)

care se enunta astfel:

Centrul de masa al unui sistem de puncte materiale se misca la fel ca un punct material a
carui masd este egald cu Intreaga masa a sistemului si asupra cdruia actioneaza o fortd egald cu
vectorul rezultant al fortelor exterioare.

La fel ca si in cazul unui singur punct material, si in cazul sistemelor de puncte materiale

poate si aibi loc conservarea impulsului in cazul in care F,,, =0, adica atunci cand:
H=0. (11.357)
Aceasta inseamni cd impulsul se conservi, adici are, pe tot parcursul miscirii, aceeasi valoare H,
ca la momentul initial 1 =0
H = H = constant, (11.358)
ceea ce se mai scrie:
Mvg = My = constant . (11.359)

In acest caz se poate trage concluzia ca viteza centrului de masd v; este constanta si egald cu viteza
178 a acestuia din momentul initial, ceea ce Inseamnd cd centrul de masa va avea o miscare

rectilinie si uniforma daca \78 # 0 sau va rdmane in repaus daca \78 =0. Trebuie mentionat faptul

ca poate sa se produca conservarea impulsului numai pe una sau doud directii ale axelor sistemului
de referinta, caz in care, pe acele directii, viteza centrului de masa al sistemului de puncte materiale

are valoare constanta, diferitd de zero sau egald cu zero.

11.13.2. Momentul cinetic al unui sistem de puncte materiale. Teorema momentului

cinetic pentru un sistem de puncte materiale

Se considera un sistem format din » puncte materiale P, avand masele m; ai cdror vectori

de pozitie in raport cu un reper fix R(O,i, j,k) sunt 7 si care au vitezele v; =7, i =1,n.



Momentul cinetic al sistemului de puncte materiale K, calculat in raport cu polul O, se
defineste ca suma momentelor cinetice EO,- (i :I,_n) ale tuturor punctelor sistemului calculate in

raport cu acelasi pol O:
. i=n__ i=n
Ko=Y Ko =D ixmv;. (11.360)
i=1 i=1
Teorema momentului cinetic in raport cu polul O scrisa pentru fiecare punct al sistemului conduce

la un sistem de # relatii de forma:

Ko =My +Mp ., i=ln. (11.361)

ext; nt;
Daca se sumeaza aceste relatii, atunci in membru stang se obtine derivata momentului cinetic al

intregului sistem calculat in raport cu polul O:

i=n . i:nd[?O' i=n dK. N
2Ko =27 =4 2Ko =7 =Ko, (11362

iar Tn membrul drept, pe baza faptului cd suma momentelor fortelor interioare in raport cu polul O
pentru Intregul sistem este zero, se obtine vectorul moment rezultant in raport cu polul O al fortelor

exterioare pentru intregul sistem:

i=n i=n i=n i=n
Z(MO +M0intl‘ )= ZMOEXZ,‘ + ZMO = zMoexti - MOext (1 1' 363)
i=1 i=1 i=1

ext; int;
i=l1

In final, din (11.362) si (11.363) se obtine egalitatea
Ko=Mo (11.364)
ce exprimd teorema momentului cinetic in raport cu polul O pentru un sistem de puncte materiale
care se enunta astfel:
Derivata in raport cu timpul a momentului cinetic, calculat in raport cu un pol fix O, al unui
sistem de puncte materiale este egald cu vectorul moment rezultant al fortelor exterioare calculat in

raport cu acelasi pol fix O.

La fel ca in cazul unui singur punct material si in cazul sistemelor de puncte materiale poate

s aibd loc conservarea momentului cinetic in raport cu polul O in cazul in care M, oy = 05 adica
atunci cand:

Kp=0. (11.365)
Aceasta inseamna ca momentului cinetic in raport cu polul O se conserva, adica are, pe tot parcursul

miscarii, aceeasi valoare Kg ca la momentul initial £ =0:

Ko = 1?8 = constant . (11.366)



Trebuie mentionat faptul ca poate sd se producd conservarea momentului cinetic in raport cu polul

O numai pe una sau doud directii ale axelor sistemului de referinta.

11.13.3. Energia cinetica, lucrul mecanic si puterea pentru un sistem de puncte

materiale. Teoremele energiei cinetice

Se considera un sistem format din » puncte materiale P, avand masele m; ai caror vectori

de pozitie in raport cu un reper fix R(O,i, j,k) sunt 7; si care au vitezele v; =7, i=1,n.

Energia cinetica a unui sistem de puncte materiale se defineste ca fiind suma energiilor

cinetice ale punctelor sistemului:
E=YE = sz,.v,.z =52m,.\7,.2 (11.367)

Lucrul mecanic elementar dL; corespunzator punctului P. pentru o deplasare elementara

dr; este efectuat atat de rezultanta fortelor exterioare ﬁextl- cat si de rezultanta fortele interioare

Fipe, care actioneaza asupra punctului :

dL; = dLext,» + dLint,- = Fvextidfi + Entidfi = (Exti + Enti )dFl , i=Ln. (11.368)

Lucrul mecanic elementar pentru intrgul sistem este dat de suma lucrurilor mecanice
elementare corespunzatoare fiecarui punct al sistemului:

i=n i=n

i=n i=n
dL=YdlL; =3 ALy +dLing )= 3 Loy, + > dlin =dLoy +dLine. (11.369)
i=1 i=1 i=1 i=1

Lucrul mecanic elementar al fortelor exterioare pentru intregul sistem este:

i=n
ALoy; = Y Foyy; - dFi . (11.370)
i=1

Lucrul mecanic elementar al fortelor interioare pentru intregul sistem este:
i=n__
dLing = Y Fing; - dr; . (11.371)
i=1
Lucrurile mecanice elementare (11.370) si (11.371) nu sunt, de reguld, diferentiale totale
exacte.

Rezultanta fortelor interioare care actioneaza asupra punctului P este datd de relatia

(11.340), deci vectorul rezultant al fortelor interioare pentru intregul sistem este:



1- G (11.372)

dLing = Y Fine dT; = ) | D Fy |d7;. (11.373)

Cu aceastd expresie a lucrului mecanic elementar al fortelor interioare, lucrul mecanic elementar
pentru intregul sistem devine:

i=n j=n

dL Z_extl dr+z ZF- di; =" Fous Z i (11.374)
i= i=1 | j=l1 =1

]:
J¢l

J#

Pe de altd parte, asupra punctului P; al sistemului actioneaza o forta rezultantd interioara

mt datoratd numai interactiunii cu celelalte puncte ale sistemului de forma:

Fint, Z (11.375)

l¢j

Lucrul mecanic elementar al fortelor interioare pentru Intregul sistem se scrie, folosind relatia de
mai sus, astfel:

. Jj=n|i=n__ J=n i=n__
dLint = ZFintidfj = Z szi dFj == j|dr
= ‘ j=1 | i=l

J

i |dr; (11.376)
unde s-a tinut cont de faptul ca F F , egalitate care rezulta din principiul actiunii si reactiunii.

Relatiile (11.373) si (11.376) exprimd aceeasi cantitate, prin urmare lucrul mecanic al fortelor

interioare pentru intregul sistem reprezintd jumatate din suma lor:

li:n j=n_ 1] =n | i=n
dLint = D Fyj|dr - Z Z (11.377)
i=1 | j=1 j=1 1
J#L

_%' Z_l.jd(fl._Fj) (11.378)



care reprezintd o altd forma a lucrului mecanic elementar al fortelor interioare. Cu notatia:

di; -7 )=dr;, (11.379)

relatia (11.378) devine:

“ql
\l

Ly, = (11.380)

N | —
W'M"

X S

O alta variantd de scriere a lucrului mecanic al fortelor interioare pentru Intregul sistem se
bazeaza pe faptul ca atunci cand i< j se elimina automat jumatate dintre termenii sumei duble

(11.380), ceea ce revine la o altd formd a expresiei lucrului mecanic al fortelor interioare pentru

intregul sistem:

'ﬁl

Mn

(11.381)

dLint = i Zj, ( ):

g

~. o~

i<j <]

In general lucrul mecanic al fortelor interioare pentru intregul sistem nu este nul.

Un caz particular important il reprezintd situatia in care sistemul este rigid. Deoarece
patratul distantei dintre doud puncte F;si P; este(7; — 77J-)2 sl reprezintd o marime constanta, rezulta
ca diferentiala acestei marimi este zero:

d(r; ~7)* =207 = 77)-d(7; = 77) =0. (11.382)

Pe de alta parte, forta de interactiune 1711 dintre puncte este coliniard cu vectorul 7; —7;, adica poate

fi scrisa 17,] =k(r; —7;), unde k este o constanta reala. Inlocuind aceasti expresie a fortei de

interactiune in relatia (11.378) si pe baza relatiei (11.382) se obtine egalitatea:
dLing 1 Zk(f’i—f’j)d(f’i—Fj)=0. (11.383)
24

Relatia de mai sus aratd ca atunci cand sistemul este rigid, lucrul mecanic al fortelor interioare este

nul.

Puterea fortelor care actioneaza asupra unui punct P al sistemului de puncte materiale este

suma dintre puterea fortelor exterioare si puterea fortelor interioare care actioneaza asupra

punctului:

P, = Pogy + Py, = Foxt Vi + Fing Vi = (Foxg, + Fing JVi» i =11 (11.384)



Puterea fortelor care actioneaza asupra punctelor sistemului este suma dintre puterea fortelor

care actioneaza asupra fiecdrui punct al acestuia:

i=n i=n

i=n i=n i=n =
P = ZPI = ZPexti + zPintl- _Pext +Pint Z ext; V Z int; V - Z( Xt +Flnt )V (11 385)
i=1 i=1

i=1 i=1 i=1 i=1
Relatia anterioara mai aratd ca puterea fortelor care actioneaza asupra sistemului de puncte
materiale este egala cu suma dintre puterea fortelor exterioare care actioneaza asupra punctelor

sistemului

ext_z xt_z ext, Vi (11.386)

si puterea fortelor interioare care actioneaza asupra punctelor sistemului
i=n i=n
Pt = P, = D Fint Vi - (11.387)

Teorema energiei cinetice pentru un punct material P, al sistemului este:
E =P, xt, + BOnt, > =11 (11.388)

Sumand relatiile de mai sus scrise pentru toate punctele sistemului, se obtine:

i=n
D E;i= Z(Pext +Pyyy ) = ZPext +ZPmt Pyt + Py (11.389)
] i=1 i=1 i=1

Pe de alta parte, pe baza faptului ca se poate inversa ordinea dintre operatia de derivare si cea de
sumare, primul termen din relatia anterioara devine:

i=n d .
ZEi =—E=E. (11.390)
= dt

i
lldt

l‘

Relatiile (11.389) si (11.390) conduc la formularea teoremei energiei cinetice pentru un sistem de
puncte materiale care afirma ca derivata energiei cinetice a sistemului este egala cu suma dintre

puterea fortelor exterioare si puterea fortelor interioare care actioneaza asupra punctelor sistemului:

E=P,, +Py. (11.391)
Relatia anterioara se poate scrie:
E
Cclﬁ Pt + P, (11.392)

care, pe baza relatiilor (11.368), (11.369) si (11.385), conduce la expresia:

4E = Py + Pt =| S (P, + Fog Y = 3 (P, + Fog ) = Sl =dL. (11.393)
i=1 i=1 i=1



Relatia de mai sus exprima o altd forma a teoremei energiei cinetice pentru un sistem de puncte
materiale care afirmd ca diferentiala energiei cinetice a sistemului este egala cu lucrul mecanic
elementar al tuturor fortelor exterioare si interioare care actioneaza asupra punctelor sistemului:

dE =dL,; +dLipy =dL (11.394)
Daca se integreaza relatia (11.394) se obtine

E-Ey=L (11.395)
ce reprezintd o a treia formad a teoremei energiei cinetice care afirmd ca variatia energiei cinetice a
unui sistem de puncte materiale este egald cu lucrul mecanic efectuat de fortele exterioare si
interioare ce actioneaza asupra punctelor sistemului.

In cazul 1in care fortele exterioare sunt conservative, adica exista o functie scalara U, care

depinde numai de pozitie astfel Incat lucrul mecanic al fortelor exterioare este o diferentiala totala
exacta, atunci are loc egalitatea:

Loy =dU .y . (11.396)

ext

Daca si fortele interioare sunt conservative, adica existd o functie scalara U, care depinde

numai de pozitie astfel incat lucrul mecanic al fortelor interioare este si el o diferentiala totala
exactd, adica are loc relatia:

dLine = dUy, (11.397)

atunci teorema energiei cinetice (11.394) se scrie:

dE = dUyy, +dU,,,, (11.398)

de unde rezulta egalitatea:
d(E—=Ujpt Uy )=0. (11.399)
Pe de alta parte, daca energia potentiald a sistemului, notata cu V, este definitd ca fiind data
de expresia:
V=-Un—Uepx» (11.400)

atunci din relatiile (11.399) si (11.400) rezulta teorema conservarii energie mecanice in cazul unui
sistem de puncte materiale care afirmad ca atunci cand fortele exterioare si cele interioare care
actioneaza asupra punctelor sistemului sunt conservative, atunci energia mecanica totald a intregului
sistem este constanta:

E +V =constant. (11.401)
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