CAPITOLUL 11

CINEMATICA MISCARII ABSOLUTE
A SOLIDULUI RIGID

2.1. Generalititi

Se considerd un solid rigid (S) in miscare fati de un sistem de
referina fix R(O,;,E,lz) . Miscarea corpului este cunoscuti atunci cdnd se

poate determina in orice moment te [0,t,] pozitia unui punct oarecare M al
solidului prin vectorul de pozitie T = OM =1(t), adica se cunoagte legea de

miscare, din care se deduc apoi viteza v =T si acceleratia a =V ale punctu-
lui fatd de reperul fix.

Pentru studiul miscarii este necesar si considerdm incd un reper
R(0’,i’,i.k’) solidar cu rigidul, care se migca odati cu acesta. Fatd de re-

perul R’, punctul M are coordonatele x’, y si z constante in timpul migc-

rii, dar, fatd de reperul fix R, coordonatele x, y si z ale punctului M sunt
variabile, deci sunt functii de timp (fig. 2.1).
Pozitia rigidului (S) fata de reperul fix
R este cunoscutd daci se cunoagte pozitia repe-
rului R’ fafa de reperul R, adicd se cunoaste

pozitia polului O si pozifia bazei ortonormate

-

i’, 7, k' in orice moment te [0,t,] fata de ba-
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za reperului fix i, 3, k. Sub forma vectoriald, aceasta inseamnd sa cunoag-

tem vectorii:
=1t
Vo =Vor® 5iii =7 ®, @.1)
K =K(t)

ceea ce revine la a putea determina in fiecare moment te [0,t,] pozitia ori-
ginii O’ prin coordonatele sale fati de reperul fix si pozitia axelor O'x’,
Oy si Oz data, de exemplu, de cosinusurile lor directoare in raport cu re-
perul fix:

T g e l’;

o/

|

R

Relatiile (2.2) contin 12 parametrii scalari i anume cele trei coordo-

nate ale polului O’ si cele noui cosinusuri directoare.

Deoarece baza (i’, j, k') este ortonormati, au loc relatiile
i?=1, 3%*=1, k%=1
ii=0, j k

(2.3)

-

I.kl=0’

, . -jl
adica:
oclz1 + (x122 +a123 =1, a%l +a§2 +a§3 =1, °‘§1 +a§2 +oc§3 =1
0 0p1 + 000y + 03053 =0, 0 03 +01py035 + 053033 =0,  (2.4)
030 g + 03705 + 0133043 =0.
Existenta acestor sase relatii conduce la concluzia ca, dintre cele no-
ud cosinusuri directoare, numai trei sunt independente si deci, din totalul de
12 parametri scalari, riman independenti numai sase: trei sunt coordonatele

originii O si trei sunt fie trei cosinusuri directoare independente intre ele fie
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alti trei parametri independenti alesi convenabil cum sunt, de exemplu, un-

)

ghiurile lui Euler.

Unghiurile lui Euler sunt notate y, @ si 0 si, cu ajutorul lor, se pot
determina toate cele noud cosinusuri directoare 4 @, j=1, 2, 3). Aceste un-
ghiuri se introduc aga cum se arati in continuare. Mai intdi se construieste in
O’ un reper R *(O',;*,_j*,lz*) cu axele paralele cu cele ale reperului fix, cu
i* =;, }":3 si k*=k (fig. 2.2). Se consider apoi dreapta O'N de inter-
sectie a planului P*(O'x*y*) cu planul
P(O'x’y), dreapti ce se numeste linia no-

durilor.

Unghiul v, numit unghi de prece-
sie, se obtine rotind axa O'x* in jurul axei

O’z* (in planul O'x*y*) in sens direct,

Fig. 2.2

péna se suprapune peste ON.
Unghiul @, numit unghi de rotatie proprie, se obtine rotind axa O'N in
jurul axei Oz’ (in planul O’x’y”) in sens direct, pana se suprapune peste O'x .
Unghiul 6, numit §i unghi de nutatie, se obtine rotind axa O'z* in
jurul liniei nodurilor O'N, in sens direct pani se suprapune peste oz.
Se va arita ulterior modul de calcul a celor noud cosinusuri directoa-
re atunci cand se cunosc cele trei unghiuri ale lui Euler. '
Cei sase parametri scalari care determini pozifia reperului mobil,
deci si ai solidului, in raport cu un reper fix, sunt:
Xor =X’ (D) Yo =Yg (D) 2y =2y (D),
y=y(), o=0(t), 6=6(t)

Acesti sase parametri scalari se mai numesc si parametri de poziie ai reperu-

(2.5)

lui R’ fatd de reperul R.
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fntr-o migcare generald, tofi cei sase parametri de pozitie pot varia
independent si se spune ca solidul rigid liber are sase grade de libertate.

Observatie

Existd un caz particular important de miscare a unui solid rigid (S) si
anume cand acesta se migc3 in spatiu astfel incat o ax a reperului R, soli-
dar cu el, riméne paraleld cu ea ins3si in timpul migcérii. De reguld, aceasti
axi este O'z’, caz in care unghiul 8 este nul, iar planele P* si P’ coincid,
ceea ce face ca linia nodurilor si fie nedeterminati. Se considera atunci ca
linia nodurilor coincide cu axa O’k * ceea ce conduce la y =0. Dintre cele
trei unghiuri ale lui Euler variaza doar ¢=¢(t), unghiul de rotatie proprie
fiind format de axa O’x * cu axa O'x’ (fig. 2.3).

in acest caz particular, din cei sase pa-
rametri de pozitie (5.5), numai patru sunt va-
riabili in timp.
Xo' =Xgr(t), Yor =Yg (), 2y =2y (1),
y=0, ¢ =q(t), 0=0.

Relatiile (2.2) capitd, in aceste condi-

(2.6)

tii, o forma particulara care se deduce ugor:

i’ =cos (p;+sin (p3
Ty = xor_i.+y0f_j+zoll~( , 3'=—sin (p-i.+cos¢} @7
K=k

2.2. Formulele lui Poisson

in migcarea generala a unui solid rigid versorii i/, j’ si k', desi au
modul constant, i5i modifica orientarea, deci sunt variabili in timp si, prin ur-

mare, derivatele lor in raport cu timpul sunt nenule. Pentru a putea calcula
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derivatele acestor versori, se calculeazi, mai intdi, derivatele in raport cu

timpul a relatiilor (2.3), obtinandu-se:

EE=? . =0 K=o @.8)
iJ+i7=0, JK+jK=0 K.i+k-i'=0
Se fac notatiile:
P =-7K=a,
i’-i’:,-l?-i’:m'y, 2.9

- -

==,
care reprezinti marimile algebrice ale proiectiilor, pe axele reperului mobil,
ale vectorilor reprezentati de versorii derivati. Scalarii co'x, m'y si co'z defi-
nesc un vector @ de forma

6)=mﬁ'+w'y§'+ @k, (2.10)
care caracterizeazi schimbarea directiei versorilor i’, i, K.

Expresia analitica a vectorului i este

-i"=(—i','-{');,+(;"—j')j]:,ﬁ'(-i'"ié,)i(", (2.11)

scrisd pe baza faptului ¢ miirimea algebrici a proiectiei unui vector pe o axa
se obtine inmultind scalar vectorul cu versorul axei.

Tinand cont de relatiile (2.8) si (2.9), relatia (2.11) se scrie:

'i‘l 'j/ i‘ér
}'=w'z”"-m’y1?= @ ©, =®xi . (2.12)
1 0 O
Analog se arati ca
P=0x] sik =oxk . (2.13)

Formulele lui Poisson sunt tocmai relatiile cu care se calculeazi de-
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rivatele in raport cu timpul ale versorilor reperului mobil:

- -

i'=oxi’, j=ox], K =oxk’. (2.14)

2.3. Formularea problemei de cinematici. Traiectoria, viteza si

acceleratia unui punct al unui solid rigid in migcare generali

Principala problemi de rezolvat in cinematica miscirii absolute a so-
lidului rigid constd in determinarea legii de miscare sau a ecuatiei traiec-
toriei, a vitezei si a acceleratiei unui punct oarecare M al corpului, in raport
cu reperul fix.

Se presupun cunoscute pozifia reperului R’ fatd de reperul fix R,

prin functiile (2.2) sau prin functiile scalare (2.5), si coordonatele x’, y’ si

z' ale punctului arbitrar M fati de reperul R’, coordonate care sunt constan-
te in timpul migcarii.
Conform datelor problemei, se poate scrie tabela de inmultire scalard

a versorilor celor doud repere sau matricea cosinusurilor directoare:

i k
Mo, . a Opp Qg O3
11 %2 1 _ 215
P o o sau O=| Oy Oy Olyg (2.15)
22
-, 2z z A3 O3y O3
ki|oay a3 0

Determinarea ecuatiei traiectoriei punctului M se face pe baza

fig. 2.1 din care rezulti

F=OM=00+0M, (2.16)
adici
=Ty +7, te[0,t;]. (2.17)

Relatia (2.17) reprezentatd ecuatia vectoriald a traiectoriei sau legea de mis-
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care sub forma vectoriald a unui punct oarecare M al rigidului.
Viteza punctului arbitrar M se obtine prin derivarea in raport cu tim-
pul a relatiei (2.17), rezultind

V=T=Ty+T, (2.18)
in care ?o este viteza punctului O,
Vo' =Ty (2.19)

Pentru a calcula derivata lui T, se scrie acest vector sub forma ana-
litica
F=xi+yj+2K. (2.20)

’ 4 .
Deoarece coordonatele x, y si z sunt constante, vom avea

Yex iy Tk (2.21)
Folosind formulele lui Poisson, se obtine
=X (@xi)+y (Ox])+z (@xK) (2.22)
sau
F=oxx'i+axy j+oxzk’ (2.23)

de unde, scotdnd vectorul @ in factor, rezultd

T =Xt . (2.24)
Viteza punctului arbitrar M are, in consecinti, formula generald de

calcul de forma
v= \70'+6)x?'. (2.25)
Vectorii Vo §i @ se numesc parametrii cinematici de ordin intéi ai

migcdrii (p.c.I).
Acceleratia punctului arbitrar M se obtine derivéand, in raport cu tim-

pul, relatia (2.25), obfinandu-se:
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- 2 LS L A S
a=V=Vy +OXT +OXT (2.26)

in care Vv, reprezinti acceleratia polului o

By =Yg (2.27)
vectorul @ se noteazi cu &
=@, (2.28)

iar T este dat de (2.24).
Acceleratia punctului arbitrar M se scrie, in final, sub forma
A=Ay +EXT +OX(DXT). (2.29)
Vectorii 50' §i € se numesc parametrii cinematici de ordinul doi ai

miscarii (p.c.I).

2.4. Cinematica unor misciri particulare ale solidului rigid

2.4.1. Cinematica miscidrii de translafie a solidului rigid
Un solid rigid are o migcare de translatie atunci cand un segment AB
care uneste doud puncte oarecare din corp riméne paralel cu el insusi tot tim-
pul migcarii.
in functie de traiectoriile descrise de punctele rigidului, se pot deo-
sebi:
a) translatii rectilinii cum este, de exemplu, migcarea acului de la
masina de cusut;
b) translatii circulare cum este, de exemplu, migcarea bielei unui
mecanism paralelogram articulat folosit la unele masini de bro-
dat;

¢) alte translatii cum este, de exemplu, biela de cuplare a rotilor
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unei locomotive la care fiecare punct descrie o cicloidi scurtata.

g atd

Reperul mobil R'(0’,i’,§,k") care, asa cum am vézut, este solidar

cu corpul, se alege cu polul O’ intr-un punct cu miscare cunoscuti sau ugor
de determinat. Conform definitiei migcarii, axele reperului mobil vor rdméne

paralele cu ele insele in timpul miscarii, deci §i cu pozitia lor din momentul
inifial. Versorii reperului mobil i’, j’, X’ vor fi, prin urmare, constanti in
migcarea de translatie. Pentru a simplifica rezolvarea problemei, axele repe-

rului mobil se aleg, in cea mai mare majoritate a cazurilor, paralele cu ale re-

perului fix (fig. 2.4), ceea ce face ca ecuatiile (2.2) s& capete forma

— -

’

i=1i,
Ty =Xgi+ygjtzok si i'=i, (2.30)

-

k'=k.
Parametrii de pozitie in migcarea de translatie sunt deci:

Xo' = xo’(t)’ Yo' = yO’(t), Ly = Zo'(t)

2.31
y=0, ©=0, 8=0 (23D

Tabela de inmultire a versorilor este:

(2.32)

iar matricea cosinusurilor directoare este

matricea unitate.

Fig. 2.4

fntr-o translatie oarecare pot varia
cel mult trei parametri independenti care sunt coordonatele polului O’ sise
spune cd rigidul are, in acest caz, trei grade de libertate. Intr-o translatie pla-
ni pot varia doar doi parametri independenti si se spune ci rigidul are, in

acest caz, doud grade de libertate iar intr-o translatie rectilinie poate varia un
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parametru si se sune cd rigidul are un grad de libertate.

Fie M un punct din solid determinat de vectorul de pozitie
t'=x"i"+y'j+2'K care, in cazul acestui tip de miscare particulari, este un
vector constant. Ecuatia vectorial3 a traiectoriei

=Ty +T (2.33)
evidentiaza faptul ci traiectoria punctului arbitrar M se obtine din traiectoria
punctului O printr-o translatie geometrici de vector T, care este constant,
adica traiectoriile tuturor punctelor sunt curbe identice ca formi cu traiecto-

ria polului O (fig. 2.5).

Fig. 2.5
Ecuatiile parametrice ale traiectoriei se obtin exprimind analitic

relatia (2.33), obtindndu-se

Xi+ y3+zl_é = xorf+ yo,]+zd12 +x'i'+ y'_j'+ z'l?, (2.34)
de unde, folosind tabela de inmultire a versorilor (2.32) se deduc ecuatiile
parametrice ale traiectoriei:

x=x0r+x', y=yo»+y', z=zOr+z'. (2.35)

Calculul vitezei punctului M se face cu formula (2.25) in care se tine

cont ca vectorul @ este nul deoarece componentele sale date de (2.9) contin
derivatele versorilor reperului mobil si care, in acest caz, sunt nenule, intru-

cat acesti versori sunt constanti (2.30). Rezulta c3, in migcarea de translatie a

rigidului, avem:
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0=0, te[0,t,], (2.36)

si deci
V=Vqy, te[0,4], (2.37)
adica, in migcarea de translatie, toate punctele solidului au in fiecare moment

viteze egale cu viteza polului O’ (fig. 2.5).

Din (2.36) rezulta ca
E=0=0, (2.38)
iar acceleratia punctului M calculabild cu formula (2.29), devine:
a=aq, (2.39)

deci toate punctele corpului au, in fiecare moment, acceleratii egale cu acce-
leraia polului O’ (fig. 2.5).

in concluzie, in miscarea de translatie a solidului rigid, toate puncte-
le corpului descriu traiectorii identice ca forma, ele coincizdnd daci li se
aplicd o translafie geometricd, iar, la un moment t, toate punctele au aceeasi
viteza §i aceeasi acceleratie. Vectorii viteza §i acceleratie ai punctelor solidu-
lui rigid in migcare de translagie pot fi considerati deci vectori liberi. Prin ur-
mare, pentru studiul migcarii corpului, este suficient si se studieze migcarea

unui singur punct al sdu.

2.4.2. Cinematica miscdrii de rotatie in jurul unei axe fixe
a solidului rigid
Un solid rigid are o migcare de rotatie in jurul unei axe fixe dacs, in
timpul migcarii sale, doud puncte ale corpului rimén fixe in spatiu.

Odata cu cele doud puncte, notate O; §i O,, riméine fixa in spatiu

dreapta determinati de ele, dreapt care se numeste axé de rotatie.
Imobilizarea celor dou# puncte se realizeaza cu ajutorul a doud arti-

culatii (fig. 2.6a) sau, in cazul plan, cu una singuri (fig. 2.6b). Atunci cénd
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Fig. 2.6
fortele care actioneazi asupra corpului pot determina o deplasare in lungul

axei de rotatie, aceasta este impiedicata printr-o constructie adecvati a uneia
din articulatii (fig. 2.6¢). ‘

Ca exemple de migcéri de rotatie in jurul unei axe fixe se pot da:
migcarea vitalei de la ridzboiul de tesut, migcarea pendulei, migcarea unei roti

dintate in angrenare etc.

Pentru studiul migcarii se alege un reper fix R(O,E,},l;) avand axa
Oz identicd cu axa de rotatie si polul in una din articulatii, de exemplu in O,
(fig. 2.7), unde se gaseste un lagér pivot.
Reperul mobil R'(O’,i’,j,k) se alege cel mai
convenabil cu polul O" coincizand cu O si cu axa

’ 7 . « A
Oz coincizdnd cu axa Oz. Aceastd alegere are a-

vantajul ca aduce simplificdri importante §i anume:
iy =00'=0,k=K (2.40)

iar planele xOy si x'Oy’ coincid.

in timpul miscrii corpului variazi unghiul

dintre axele Ox si O'x’, unghi notat cu @=q(t),
care este, de altfel, singurul parametru de pozitie variabil al migcérii. Se spu-
ne cé rigidul are un singur grad de libertate.

Aceastd migcare indeplineste conditiile cazului particular prezentat

in observatia din subcapitolul 2.1, astfel cd pozitia reperului mobil este datid
de
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i'=cos (p; +sin (pj,
Ty =0, 7 =—sin @i +cos@j, (2.41)
kK'=k,
iar parametrii de pozitie sunt

XO,=O’ yo;=0’ ZO’=0'

(2.42)
y=0, o@=0¢t), 0=0.
Tabela de inmultire scalar3 a versorilor este
i ik
Z cos¢ sin@ O 2.43)
j | —sin@ cos¢ O
K| o 0 1

Ecuatia vectoriald a traiectoriei unui punct arbitrar M al rigidului ca-
pata forma
r=t. (2.44)
Ecuatiile parametrice ale traiectoriei se obtin pe baza expresiei anali-
tice a relatiei (2.44):
xi+yj+zk=xi+yj+2K, (2.45)
de unde, inmultind scalar cu versorii i, 3 si k, se obtin proiectiile pe axele
reperului fix, adicé ecuatiile parametrice ale traiectoriei
x=x cos@—y'sin¢, ,
y=x"sin@+y cos®, (2.46)
z2=12.
Eliminédnd parametrul ¢ din (2.46), rezulti
x2+y2 =x/2+yl2 =R2, (2.47)

’
Zz=Z,

R= \/ x? +y”? =|f]sin(¥’, k) (2.48)
54
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reprezint3 distanta de la punctul M la axa de rotatie (R =I oM 1), fig. 2.7).

Ecuatiile (2.47) sunt ecuatiile unui cerc de razi R avind centrul o
pe axa Oz, planul cercului fiind paralel cu planul xOy si situat in planul

=z’ = constant.

Deci, in migcarea de rotatie in jurul unei axe fixe, toate punctele rigi-
dului, nesituate pe axa, descriu cercuri situate in plane normale la ax3, cu
centrul pe axi si de razi egali cu distanta de la punctele respective la axa.

Pentru deducerea vitezei, se vor calcula mai intdi parametrii cinema-

tici de ordinul intdi ai migcarii, adica vectorii Vo' §i @. Deoarece iy =0,
viteza polului O” este:
Vo =Ty =0. (2.49)

Pentru calcularea vectorului @ este nevoie de derivatele versorilor

- -

P .
i’, j’si k', care sunt

;‘ =—(ps1n<p1 +‘PCOS(PJ (PJ )
3 —(pcoscpx ~—(psm(p3 =—<p1 (2.50)
K =0.
Din formulele (2.9), folosind (2.50), rezulti
—_7.K'=0, o, —k.7'=0, @, =?’-]’=<‘p (2.51)
Prin urmare, parametrii cinematici de ordinul intdi ai migcarii sunt
pcl {to' -l - 2.52)
o=0k =@k
Vectorul @ are directia fixa a axei de rotatie 0,0, si méirimea sca-
lara ®= ¢, aceeasi pentru toate punctele rigidului. Vectorul @ este numit

vector vitezd unghiulard §i indica sensul de rotatie.

Viteza punctului arbitrar M din rigid se calculeazi cu formula (2.25)
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care capété forma particulari:
. V=oxi’ (2.53)

si mai este denumiti viteza de rotatie notatd v, (fig. 2.8).

Deoarece traiectoria este un cerc de razi R iar viteza este tangenti la

acest cerc, modulul vitezei este
M=laR, (2.54)
fapt care rezultd si calculand [V| dat de (2.53):
z=z - [=|oxt]=||[f] sin@, ) =|®|-R (2.55)
Proiectiile vitezei pe axele reperului fix se

=V
"ot obtin prin derivarea relatiilor (2.46), rezultind:

v, =% =-x'¢sin p—y'¢cose,
vy =y =xpcosp- Y ¢sin@, (2.56)

v, =0.

oz0
Fig. 2.8
iar proiectiile vitezei pe axele reperului mobil rezulti din scrierea sub forma

analitici a formulei (2.53), obtindndu-se:

}

-

i' 'j/ kl
V=V, =0xT=[0 0 ¢|=—¢yi+¢x'j, (2.57)
xl yl ZI
de unde:
v, =-0Y, v’y =¢x, v, =0. (2.58)

Modulul vitezei se mai poate calcula cu relatia
|'\7|=\/v;2+v'y2+v'z2 =yx?+y?|l=[d R . 2.59)

unde R = \/x'z + y'2 .

Distributia vitezelor in migcarea de rotatie in jurul unei axe fixe are

céteva proprietiti notabile, gi anume:
1. vitezele sunt continute in plane normale la axa de rotatie si sunt
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tangente la cercurile descrise de punctele rigidului. Acest lucru rezultd din
faptul cd v, = v'z =0 si din faptul ci intotdeauna vitezele sunt tangente la
traiectorie;

2. singurele puncte care au viteza nuld sunt punctele situate pe axa
de rotatie, deoarece pentru ele, R = 0 deci |Vl =0;

3. punctele situate pe o dreaptd AB paralela cu axa de rotatie Oz au
aceeasi vitezii (fig. 2.9). Proprietatea rezulti din faptul ci proiectiile vitezei
nu depind de coordonata z~ a punctului, ci numai de coordonatele x’ si y’
care sunt aceleasi pentru orice punct situat pe o paraleli la axa Oz;

4. vitezele punctelor unei semidrepte OA perpendiculari pe axa de
rotatie sunt normale la OA si au vérfurile coliniare.

Pentru a demonstra aceasti proprietate, considerdm un punct D de pe
\ OA (fig. 2.9). Traiectoriilé fiind cercuri, vitezele
sunt perpendiculare pe raze, deci v,1OA si

Vo-LOD . Din expresia modulelor vitezelor

Fal=lol{0A] i io=|o] foD], rezut

l‘:‘Al = m , (2.60)
Fig. 2.9 [¥o| oD]

prin urmare triunghiurile dreptunghice AODD’ si AOAA’ sunt asemenea,

ceea ce conduce la egalitatea unghiurilor <AOA’=<{DOD’, adici la faptul
cé punctele O, D si A sunt coliniare.

Pentru a calcula acceleratia unui punct arbitrar M, se vor exprima
mai intdi parametrii cinematici de ordinul doi ai miscérii

5 r =V ;=0,
p-C-II{ o0 2.61)

. - -

E=0=0¢k=0¢k.
Vectorul € are directia fixa a axei de rotatie 0,0, si mdrimea sca-
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lard € = aceeasi pentru toate punctele rigidului. El se numeste vector acce-

leratie unghiular3. Dac3 vectorii ® §i € au acelasi sens, rotatia este accele-
ratd, iar, in caz contrar, rotatia este incetinita.

La fel ca la cinematica migcérii circulare a punctului, dacd €=0,
atunci vectorul ®= const., adici @=@=const., deci @=wyt+@,, iar rota-

tia este uniforma.
2

- - . : t . . .
Daci € =g =const., atunci @ =@, + w0yt +€, —2- si rotatia este uni-

form variata.
Particularizind relatia generala (2.29), rezulti ci acceleratia punctu-
lui arbitrar M este
=EXT +OX(DXT) =EXT + DXV g, . (2.62)
Proiectiile acceleratiei pe axele reperului fix se obtin derivand rela-
tiile (2.56), iar proiectiile pe axele reperului mobil se obtin usor din expresia
analitica a relatiei (2.62) folosind (2.57), rezultand:

- - - — -

14 ’

i j K i § K
- . . w 2 2 2 oo 02 2
a={0 0 |+ O 0 Q=(-Py —¢x)i +(xX9—-97y)j,(2.63)
X'y 2| |-¢y & 0
de unde
2, =—¢y' - ¢°x’, 2, =x'$- 97y, a, = 0. (2.64)

Modulul vectorului acceleratie este

|a| ‘/a +a +a2 \/ +y2\/(p +q> R\/e +o? " (2.65)

Relatia (2.62) arati ci vectorul acceleratie are, la fel ca la migcarea
circular3 a punctului, doud componente (fig. 2.10):
a) o component tangents la traiectorie, deci coliniaré cu viteza, numi-

t4 componenti tangentiald sau acceleratie de rotatie a punctului M in raport cu
polul O’ E;er =8, = €XT , avind modulul lﬁ:wof' = |§||’r’1 sin(€, 1) = |E| ‘R;
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b) o componentd coliniarid cu raza

&&= 7t cercului numiti componenta normala sau ac-

,7;;5,,;,;0 y M celeratie axipetd a punctului M in raport cu
~ ’ . L
polul O perpendicular pe axa de rotatie si
g=0 e viteza, dyy = DX(@XT) =@V, avind
P MO
Fig. 2.10
*® modulul:
-1 - - =7 pad - o =| . = - 2
laMo’ = lmx (®XT ){ = |[dx V| =|d - [¥|sin(® V) = @R .

Distributia acceleratiei punctelor unui rigid in migcare de rotatie in
Jurul unei axe fixe are urmatoarele proprietii:

1. acceleratiile sunt continute in plane normale la axa de rotatie, fapt
demonstrat de egalitatea cu zero a componentei corespunzitoare acestei axe
a,=a, =0;

2. singurele puncte avind acceleratia nuli sunt cele situate pe axa de
rotatie, fapt ce rezultd din expresia (2.65) care poate fi nuld numai in cazul

R=0 ([d|=0=R=0,te[0,t;]);

3. punctele situate pe o dreapti AB paraleld cu axa de rotatie Oz au
aceeasi acceleratie deoarece proiectiile acceleratiei oricdrui punct, date de
(2.64), nu depind de coordonata z" a punctului (fig. 2.11);

4. acceleratiile punctelor situate pe o
semidreapti OA perpendiculari pe axa de ro-
tatie formeazi un unghi constant cu semi-
dreapta OA iar vérfurile vectorilor acceleratie
sunt coliniare (fig. 2.11).

Pentru a demonstra proprietatea, se
considerd un punct D pe OA. Tangenta un-
ghiului B dintre vectorul acceleratie totald si

componenta normala este
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(2.66)

si este aceeagi pentru orice punct de pe OA. Aceasta inseamnd cd vectorii

a, si ap sunt paraleli. Modulii acestor vectori sunt |Ei A| =IOAH(-:2 +at,
'EDI = IOD{\/ 2 +®* . Ficand raportul lor, rezulta

P—’ = ]-%J- . (2.67)
dp| [OD|

Rezulta c& triunghiul OAA” si triunghiul ODD’ sunt asemenea, deci
punctele O, D" si A" sunt coliniare.

Observatii

1. Datorita proprietétilor distributiei vitezelor §i acceleratiilor, este su-
ficient si se studieze migcarea punctelor dintr-o sectiune a corpului rezultatd
prin intersectia sa cu un plan perpendicular pe axa de rotatie, deoarece tot ce se

intimpla in aceasts sectiune are loc in oricare alti sectiune paraleld cu ea.
2. Expresia analitici a vectorului ®= (bl; = ¢l? este valabild pentru

orice migcare a rigidului in care axa Oz’ riméne paraleld cu axa Oz, deoare-
ce, in acest caz, variazi numai unghiul @=q(t) iar 6=0 §i y=0 si se pis-
treazi relatiile (2.7), (2.43) si (2.51).

2.4.3. Cinematica miscdrii elicoidale a solidului rigid

Un solid rigid executd o migcare elicoidala dacd doud puncte ale sale
rdmén tot timpul pe o dreapti fix3 din spatiu.

Aceastd miscare se mai numeste si migcare de rototranslatie datorita
faptului c, in timp ce corpul se roteste in jurul unei axe, are loc i o transla-
tie in lungul acestei axe. Aceastd axi este numiti ax a miscérii elicoidale

sau axi de rototranslatie.



Un exemplu de miscare elicoidali este migcarea piuliei pe surub.

Pentru studiul migcarii se alege un reper fix cu axa Oz coincizind cu
axa de rototranslatie si avand originea O intr-un punct al ei. Reperul mobil se
alege cu axa O’z coincizénd cu axa miscirii elicoidale, deci cu axa Oz. Po-
lul O" se migca odati cu rigidul in lungul axei Oz (fig. 2.12).

=Ze2% Aceastd migcare a solidului rigid indeplineg-

te conditiile cazului particular prezentat in observatia
din subcapitolul 2.1, astfel ci, tindnd cont i de situa-
tia aratatd in fig. 2.12, pozitia reperului mobil va fi
data de:
= coscp? +sin (pj,

Ty =zo,f(, e —sinQi+cosQj, (2.68)

T
1
o
J
-, -

k =k,

iar parametrii de pozitie sunt:
x0/=0, yor =O, Zor=ZOl(t),

y =0, ©=q(t), 0=0.
Rigidul poate avea cel mult doud grade de libertate, atunci cand cei

(2.69)

doi parametrii de pozitie variabili in timp sunt independenti.

Tabela de inmultire a versorilor este tot cea dati de (2.43), iar ecua-
tia vectoriald a traiectoriei unui punct arbitrar M al corpului este (2.17), care
se exprima analitic astfel:

xI+y_j+zlE=zoflz+x'f'+y'3'+z'lz'. (2.70)

Tindnd seama de tabela de inmultire a versorilor (2.43), se obtin

ecuatiile parametrice ale traiectoriei
x=x"cosQ— y'sin ¢,
y=x'sin@+y cosq, .71
2=z +2Z.

Traiectoria punctului arbitrar M este o curba situatid pe suprafata
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unui cilindru circular drept:

x> +y2=R? R=yx%+y?), (2.72)

aspectul concret al ei fiind determinat de functiile zy =z, (t) §i @=@(t).
Daci zy =C;9+C,, in care C; si C, sunt constante iar ¢=q(t), atunci

traiectoria este o elice cilindrica iar migcarea se numeste de surub.
Avind in vedere cé sunt respectate conditiile cerute de observatia 2
din subcapitolul 2.4.2., vectorul @ are componentele date (2.51), deci para-

metrii cinematici de ordinul intdi ai migc#rii sunt:

Vo =20k,
pclL o *O ~ (2.73)
0=k =9k,
si sunt coliniari:
OXVo =0 (2.749)

Viteza unui punct arbitrar M se calculeazi cu relafia (2.25) in care

componenta Vo' =z k este coliniard cu axa miscrii de rototranslatie, iar

componenta ®XT este perpendiculari pe aceasta axi (fig. 2.13).
Proiectiile vitezei pe axele reperului fix se obtin
prin derivarea relatiilor (2.71), iar proiectiile vitezei pe

axele reperului mobil se obtin pe baza expresiei analitice

a acesteia:
'i‘l 'j/ "k’f
V=iyk+|0 0 @|=(-yQ)i +xPj +zyk ,(2.75)
xl ’ 4
Ve =Y 0, V=X, v, =2y, (2.76)

iar modulul este:

62



= sz) +(x2+y?)p? = V2 +o’R? Q.77

Se pot enunfa urmitoarele proprietiti ale distributiei vitezei puncte-

lor unui rigid in migcare elicoidala:

1. nu exista puncte ale rigidului care si aiba viteza nula. intr-adevar,
daci [V|=0, ar rezulta din (2.77) ci }VO,|=0 si R =0 sau |@=0 ceea ce

contrazice ipoteza de producere a migcirii elicoidale, adic3 existenta simul-

tand a translatiei in lungul axei miscirii elicoidale (Vo' #0) si rotatiei in

jurul acesteia (®#0). Punctele situate pe axa de rototranslatie au R = 0 si
viteza cea mai mic# dintre toate punctele corpului, egald cu viteza polului
Visin = Vo's Vo' 103 (2.78)

2. punctele rigidului situate pe o paraleld cu axa Oz au traiectorii
identice ca forma i viteze egale. Din ecuatiile parametrice ale traiectoriei
(2.71) rezultd cd doud puncte situate pe o dreaptd paraleld cu axa de roto-
translatie au coordonatele x si y identice deoarece au aceleasi valori pentru
x’si y’ iar coordonata z difera printr-o constanti, ceea ce arati ci ele
descriu traiectorii identice ca forma §i care se pot suprapune printr-o transla-
tie in lungul axei Oz. Identitatea formei traiectoriilor si independenta proiec-
tiilor vitezei punctelor de cota z” a lor, aga cum rezulti din (2.76), arati ega-
litatea vitezei acestor puncte;

3. proiectia vitezei oricarui punct din solid pe directia axei de roto-
translatie este aceeasi si egald cu viteza polului. Acest lucru este evidentiat
de faptul ci v, =z, adici v, = ioli =Vg'-

Pentru determinarea acceleratiei unui punct arbitrar M, se calculeazi
mai intii parametrii cinematici de ordinul doi ai migcarii
iy =Vo =iy k,

pecll (2.79)

£=0=0pk =k,
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care arati cd acceleratia polului este coliniaré cu acceleratia unghiularé.
Expresia vectoriala generald de calcul a ac-
celeratiei:
a=dqy +EXT +OX(OXT) (2.80)

se scrie analitic astfel:

A=y +EXT +(@ P)D-&T =
’i’r ‘jr EI
=iyk+[0 0 §|+(@2)¢k'~ (2.81)
xl yl ZI
Fig. 2.14
—¢2(x';'+ y'_j'+z"1?) .

Rezulti ci proiectiile acceleratiei pe axele reperului R sunt
’ 3% .2 ’ ,ee .2 ’ .
a, ==y ¢—x0Q", a, =x0-y¢", a, =z, (2.82)

iar modulul ei este

fil=ya2 +R%E* +0"). (2.83)
Cele trei componente ortogonale ale acceleratiei evidentiate in ex-
presia (2.80) sunt arétate in figura 2.14.
Se pot enunta urmitoarele proprietiti ale distributiei acceleratiei
punctelor unui rigid in migcare elicoidala:

1. in general nu exist3 puncte de acceleratie nuld decét dacid 50' =0,
caz in care aceste puncte se afld pe axa de rototranslatie (R =0). Dacd
agy #0, atunci punctele de pe axa miscérii elicoidale au acceleratie minima

si ea este egala cu acceleratia polului:
a (2.84)

Ain =805
2. punctele situate pe o dreaptd paraleld la axa Oz au accelerafii

egale. Acest fapt rezultd din identitatea formei traiectoriilor i din indepen-
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denta componentelor acceleratiei de cota z” a punctului;

3. proiectia acceleratiei oricirui punct al corpului pe axa Oz este
aceeasi §i este egali cu acceleratia polului, deoarece E'Z =Zgy k= agy -

in concluzie, distributia vitezei si acceleratiei punctelor unui rigid in
miscare elicoidala este rezultatul compunerii a dou3 distributii:
a) o distributie corespunzitoare unei migcari de translatie in lungul

axei migcarii elicoidale efectuati cu viteza Vo’ si cu acceleratia 50' ;

b) o distributie corespunzitoare unei migcari de rotatie in jurul axei de

rototranslatie efectuati cu viteza unghiulard ® si acceleratia unghiulari € .

2.4.4. Cinematica miscdrii plan-paralele a solidului rigid

Un solid rigid are o migcare plan-paralela daci trei puncte necolinia-
re ale sale sunt continute, in timpul miscrii, intr-un plan fix din spatiu numit
plan director.

Se considera un solid rigid care executi o migcare plan-paralela si A,
B, C trei puncte necoliniare ale sale care se mig-
cd in planul director P (fig. 2.15).

Odata cu cele trei puncte, oricare punct al sec-

tiunii (Z) rezultatd prin intersectia planului (P)

cu corpul se va migca in acelasi plan (P).

Pentru a simplifica studiul migcdrii, se va ardta ci oricare punct al
corpului are aceeasi migcare cu proiectia sa pe planul (P). Pentru aceasta, se
considerad un punct oarecare Q al rigidului si fie M proiectia lui pe planul (P)
(fig. 2.15). Deoarece punctul M se misca in planul (P), iar segmentul QM
este constant si perpendicular pe planul (P), rezultd cd acest segment are o
miscare de translatie, deci punctele Q si M au traiectorii identice ca formi si
au viteze §i acceleratii egale. Aceasta arati ci, pentru a studia migcarea cor-

pului, este suficient si studiem migcarea punctelor din sectiunea (X).
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Ca exemple de corpuri care executi o miscare plan-paraleld sunt:
migcarea bielei de 1a mecanismul bield-manivela (fig. 2.16a), o roaté care se
rostogoleste riminind mereu in acelagi plan (fig. 2.16b), o bari care se misg-
cé intr-un plan sprijinindu-se pe doua drepte perpendiculare (fig. 2.16¢).

\QJ A
A bield
m
B 8V
a b c
Fig. 2.16

Pentru studierea migscirii, se aleg reperele fix si mobil astfel incat
planele xOy si x'O’y’ s fie in planul director iar polul mobil O se alege
intr-un punct cu migcare cunoscuti sau usor de determinat (fig. 2.17). Axele
Ozsi O’z sunt perpendiculare pe planul director si au directie fix4 in spatiu.

Aceastd migcare indeplinegte conditiile cazului particular prezentat in
observatia din subcapitolul 2.1, astfel c, tinfind cont de faptul ci studiul mis-
cérii se face numai in planul director, pozitia reperului mobil va fi dati de:

=cC 05(p1+sm<p3,

-

i
?o'=xo'€+yo'}, 3 =—sm(p1 +cos<pj, (2.85)
K =Kk,

iar parametrii de pozitie sunt:

Fig. 2.17 X0 =xg' (0, Yor=Yor®): 2o =0, (2.86)
w=0' (p=(p(t)) e=0

Deoarece pot exista cel mult trei parametri de pozitie independenti,

rigidul poate avea, in aceasti migcare, maximum trei grade de libertate. De

multe ori coordonatele Xy §i Y se pot exprima in functie de unghiul ¢,

caz in care rimédne un singur parametru independent iar corpul va avea nu-
mai un grad de libertate.
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Observatie
Unghiul ¢ va fi orientat de la Ox la O'x” in sens trigonometric di-
rect privind dinspre sensul pozitiv al axei Oz .
Ecuatia vectoriald a traiectoriei unui punct M(x’, y',O) situat in sec-
fiunea (X) este
=Ty +T (2.87)
de unde, prin scrierea sub form3 analitici a vectorilor, rezulti:
x;+y}=xo'f+yo’]+x'Y'+ Vi, (2.88)
relatie din care, prin proiectare pe axele reperului fix cu ajutorul tabelei de

inmultire a versorilor (2.42), se obtin ecuatiile parametrice ale traiectoriei:

X=X, +X cos@—y sin¢,
{ o o=y (2.89)

Y=Y +X sin@+ycoso.

Elimindnd parametrul t sau @, se poate obtine ecuatia analitici a tra-
iectoriei sub forma F(x,y)=0 sau y=f(x).

Pentru calcularea vitezei unui punct arbitrar M(x’,y’,0) din sectiu-
nea (X), se vor determina, mai intdi, parametrii cinematici de ordinul intéi ai
migcrii.

Viteza polului O este:

Vo =T =Xl +¥g - (2.90)

Datorita faptului ci axa O'z" are directie fix3 in spatiu §i rimane pa-

raleld cu axa Oz, vectorul ® are componentele date de (2.51):

®, =0, my=0, ®,=¢. (2.91)
Parametrii cinematici de ordinul inti ai migcérii vor fi:
Vey =Xed + Ve s
pcl{ @ O »,yo ! (2.92)
o=k =k,
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ceea ce aratd cd viteza polului este continuti in planul director, iar vectorul

@ este perpendicular pe planul director, avand loc relatia

Vo ©=0. (2.93)
Formula vectoriald de calcul a vitezei riméne (2.25)
V=V +OXT, (2.94)
care are forma
T
V=Xgityyit|0 0 |, (2.95)
Xy 0
de unde
VEXgi Yo — YR+ X907 (2.96)

Relatia (2.96) nu este o expresie analitica a vectorului vitezi deoare-
ce contine versori ai celor doud repere diferite. Prin proiectarea acestei relaii
pe axele unuia din repere folosind tabela de inmultire a versorilor (2.43), se
pot obtine componentele corespunzitoare ale vitezei. Astfel, dacd inmulfim

scalar (2.96) cu versorii reperului fix, rezulti:

v, =V i= O'—-y(pcostp x'psin@=x,
. (2.97)
y V_] I+X(pCOS(P y(pSIII(p y,
cu
V=V ity j=ki+y], (2.98)

iar daca inmulfim scalar (2.96) cu versorii reperului mobil, rezulti:

V.o=vi=x o’ COSO+ Yy SINQ—y'P,
L, o (2.99)
Vy=V- i= 'smq)+yo'cos¢+xcp,
cu
V=V i+, § (2.100)
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Viteza punctului arbitrar M poate fi interpretati ca suma dintre doua

componente: viteza polului O si viteza Vot =®XT care mai este denumita
viteza lui M in raport cu O’ si se noteazi ;'MO' . Se poate scrie:

V=Yg Vo’ (2.101)
unde VMO' este, ca §i vy, in planul sectiunii (Z)

si este perpendiculard pe ¥ avand sensul indicat de

vectorul ® (fig. 2.18).

2.4.4.1. Centrul instantaneu de rotatie

Se pune problema determinérii unor puncte din planul sectiunii ()

care, la un moment dat t, au viteza nula. Fie I un astfel de punct, cu

vy =0 (2.102)
la un moment t. Relatia (2.102) conduce la
Vo +@XT =0, (2.103)

in care intervine ca necunoscuti vectorul de pozitie al punctului I fati de re-

perul R’, Tj. Pentru a-1 determina, relatia (2.103) se inmulfeste vectorial la
stidnga cu vectorul ®, rezultand
DXV +OX(OXT) =0, (2.104)
care capiti forma
DXV + (@ Fp) B- 0Ty =0. (2.105)
Deoarece ® este perpendicular pe _r'; , produsul lor scalar va fi nul si relatia
(2.105) devine de forma:
DXV — BT =0, (2.106)

de uhde:
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- ®X VO’

I =—s (2.107)
®
Vectorul de pozitie al punctului I fati de reperul fix este:
e e . DXV
[ =ro+r=ry+ . (2.108)

(—:02

Punctul I din planul sectiunii (X), al cirui vector de pozitie fafd de
fiecare reper a fost gésit §i are la un moment dat viteza nuld, este unic deter-
minat §i se numeste centrul instantaneu de rotatie. Denumirea este justificati
de faptul ca, daca la un moment dat un punct al sectiunii joaca rolul lui I, in
momentul urmétor, alt punct al ei va juca rolul lui I §i aga mai departe, in fie-
care moment alt punct al sectiunii joaca rolul lui I, deci este vorba de o pro-
prietate instantanee. ,

Pot fi puse in evidentdi proprietiti importante utilizabile in studiul
migcarii plan-paralele dacd se consider3, la un moment dat t, ca pol o,
punctul din sectiunea (X) care joaca rolul lui I. Acest lucru face ca viteza

unui alt punct arbitrar A apartinind sectiunii si aib3 expresia
V=V +OXIA (2.109)
si cum v; =0, se obfine
Vv, =OxIA, (2.110)
formul3 analoag cu cea de la rotatia in jurul unei axe fixe. Proprietdtile vite-
zei deduse acolo rdman valabile, adica

Val=ld|14], VAE (). (2.111)

diri;._\ Pe baza relatiilor (2.111) se pot demonstra

VA.LE si

dir, 1 \D doud metode grafice utile, care vor fi prezentate in

\
\\1\ dirva continuare.
A

1~
\

N 1. Daci se cunosc directiile vitezelor a doud

.~ 8 . o ' |
Fig. 2.19 puncte A si B ale sectiunii, se poate determina pozi-
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tia punctului I care se va gisi la intersectia perpendicularelor ridicate in A si
B pe cele doua directii (fig. 2.19). Odati determinat punctul I, se poate gisi
directia vitezei unui alt punct D al sectiunii. Aceasta va coincide cu directia
perpendicularei construite in D pe ID (fig. 2.19).

2. Daci se cunoaste viteza unui punct arbitrar A al sectiunii si direc-
fia vitezei unui alt punct B al ei, se poate determina
viteza unghiulard ©, viteza punctului B si viteza
oricdrui alt punct D al sectiunii.

Pentru a determina viteza unghiulard ®, se
determind mai intdi centrul instantaneu de rotatie I,

care se gaseste la intersectia perpendicularelor in A

pe V, siin B pe directia vitezei punctului B (fig.

2.20). Se calculeazi apoi modulul vectorului @ utilizind relatia (2.111):

N
=14 (2.112
@ )

Semnul marimii algebrice ®= :l:l(q se stabileste compardnd sensul de inain-
tare al burghiului drept atunci cand v, roteste IA in jurul lui I, cu sensul
versorului k.
Sensul vectorului '\'/B este indicat de sensul in care roteste @ iar
modulul este dat de
[vs| =] | B|. 2.113)
Pentru a determina viteza punctului D, se uneste I cu D, iar perpen-
diculara pe ID va fi tocmai directia vitezei V[, . Sensul este in sensul de rota-

tie a lui @ (fig. 2.20), iar modulul este dat de

|VD|=|&|-|E|=%-IEI (2.114)
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Observatie

Existd doud situatii particulare care pot si apard atunci cénd se do-
reste determinarea centrului instantaneu de rotatie cunoscandu-se vitezele a
doud puncte din corp. Aceste cazuri particulare sunt:

1. Dacd, la un moment dat, vitezele a doudl puncte A si B din sectiu-

nea (Z) sunt paralele, v, Il Vg, iar perpendicularele pe aceste viteze sunt

distincte (fig. 2.21), atunci distributia de viteze in acel

moment este ca la o migcare de translatie. Toate puncte-

8 7 le corpului au aceeagi vitezd, centrul instantaneu de ro-
()
: tatie fiind considerat la infinit, iar viteza unghiulara este,
Fig. 2.21 in acel moment, nula:
Vo =Vg» 0=0. (2.115)

2. Daci, la un moment dat, vitezele a doui puncte A si B din sectiu-

nea () sunt perpendiculare pe segmentul AB (fig. 2.22), atunci se foloseste

%
9%
/.

/

proprietatea ca varfurile vitezelor punc-
telor segmentului AB sunt coliniare, iar
dreapta care le uneste trece prin centrul

instantaneu de rotatie. Aceastii proprie-

tate este preluat3 de la migcarea de rota-
Fig. 2.22 R i i
tie in jurul unei axe fixe, centrul instan-

taneu de rotatie I jucdnd rolul lui O. Dacd vV, =Vg si au acelasi sens, se

ajunge la situatia de la cazul unu.

Pentru a exemplifica cele de mai sus se va determina grafic viteza
unui punct D al bielei de la mecanismul bieli-maniveld, desenat in
fig. 2.23a, pentru trei pozitii ale mecanismului. Mai int4i se considerd o pozi-

tie oarecare a manivelei dati de unghiul 6. Punctul A are viteza V, perpen-

diculardi pe OA si in sensul dat de viteza unghiulard @, a manivelei OA, cu
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B=J "7‘:
b c

Fig. 2.23

modulul IV Al =|630|-|OA|. Punctul B are o traiectorie rectilinie, deci directia
vitezei sale este de-a lungul lui OB. Centrul instantaneu de rotatie I al bielei,

care executd o migcare plan-paraleld, se gaseste la intersectia perpendiculare-

lor duse in A pe v, si in B pe directia vitezei lui B, adicd pe OB. Viteza un-
ghiulari @ a bielei are sensul dat de v, si modulul
v @y [0A
lm|=I_A|_—___O|_|_|, (2.116)
1Al [14]
Viteza punctului D este perpendiculari pe ID, are sensul dat de @ si modulul
Vp|=|®|-|1D]. (2.117)
Viteza punctului B are sensul de la B la O, si modulul
Vg|=®|-|18]. (2.118)

Pentru pozifia datd de unghiul 6=0 (fig. 2.23b), viteza punctului A
este perpendiculard pe OA, deci §i pe AB. Punctul B are, in acest moment,
vitezd nuld, deci coincide cu centrul instantaneu de rotatie I, distributia vite-
zelor punctelor bielei AB fiind cea aratata in desen.

Pentru pozitia datd de unghiul 6=90° (fig. 2.23c), punctele A si B
au vitezele paralele si situatia din acest moment al migcérii se incadreazi in
primul caz particular prezentat anterior, prin urmare distributia vitezelor
punctelor bielei este ca intr-o migcare de translatie, adici @=0 si vitezele

tuturor punctelor sunt egale (V, = Vg = Vpy , oricare ar fi punctul De AB).
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2.4.4.2. Centroidele miscdrii plan-paralele a solidului rigid.
Axoidele miscdrii
Se pune problema deten’ninarii coordonatelor punctului I fatd de re-
perul mobil, folosind expresia analitica a relatiei (2.107), si fati de reperul
fix, folosind expresia analitic a relatiei (2.108). Mai intéi se scrie analitic re-
latia (2.107), rezultand

iR,
X{i+y;i==]0 0 ¢=—15-?+-§-j. 2.119)
ko' yO' 0

fnmultind scalar relaia anterioars cu i~ §i j si utilizdnd tabela de tnmultire
scalard a versorilor (2.43), se obtin expresiile coordonatelor punctului I fati

de reperul mobil

x'I =-)-(—,Q'sin<p—1ficostp,
. ¢ (2.120)

r  Xgo ;.

¥ =—-9—costp+z-§-—sm(p.

Relatiile anterioare araté c, in timpul migcirii, coordonatele punctu-
lui I in raport cu reperul mobil se modifici, ele depinzind de timp in mod

direct sau prin intermediul lui ¢.

Locul geometric al centrului instantaneu de rotatie in raport cu repe-
rul mobil este o curbd numiti centroidd mobild sau rostogolitoare. Ecuatia
vectoriala a ei este (2.107), iar ecuatiile parametrice sunt (2.120). Eliminind

parametrul t sau @, se obfine ecuatia analitica a centroidei mobile
f(x1,y)=0. (2.121)

Se scrie acum analitic expresia vectorial (2.108), obtindndu-se
irg ~ < ind ).’0' - io' -
x]1+yIJ=x0,1+yO,J—Tl+TJ, (2.122)
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de unde rezulti expresiile coordonatelor punctului I fati de reperul fix

XI -"—"Xo"—&,
A4 2.123)
Xo'
y =y + —
I O ¢

Relatiile anterioare arati ci si fatd de reperul fix coordonatele punc-
tului I se modifica in timpul migcarii.

Locul geometric al centrului instantaneu de rotatie in raport cu repe-
rul fix este o curbd numiti centroidd fixd sau bazi. Ecuatia vectoriali a ei
este (2.108), iar ecuatiile parametrice sunt (2.123). Eliminand parametrul t

sau @, se obtine ecuatia analitic3 a centroidei fixe
F(xp,yp) =0 (2.124)
fn timpul miscarii plan-paralele, centroidele sunt tangente in fiecare
moment in centrul instantaneu de rotatie, iar centroida mobila se rostogoleste

pur peste centroida fixa, care este imobila fata de reperul fix.

Pentru a demonstra cele afirmate anterior, se pleaca de la relatia:

I =Ty +1; (2.125)
in care EI si f; sunt vectori de pozitie ai punctului I fatd de polul fix O si,
respectiv, fatd de polul mobil O”. Se scrie analitic relatia (2.125)

X[l +yp =Xy 14y J+ X1 +yy T (2.126)
si se deriveaza in raport cu timpul, obtindndu-se:
X(i+ypj= xo,i‘+yo,}+x; i +x] ?’+y’1 i+y) 3' (2.127)
Tinand cont de formulele lui Poisson, avem
Ko T+¥or J+X, U4y, =V +BXT, =¥,=0,  (2.128)
astfel ca relatia (2.127) devine
X 1+ypi=xi+y75 (2.129)
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Vectorul din membrul stdng al relatiei anterioare reprezinti viteza
punctului I fad de reperul fix R, deci viteza cu care se deplaseazi el pe bazi,
prin urmare acest vector este tangent in I la centroida fixa.

Vectorul din membrul drept al relatiei anterioare reprezintd viteza
punctului I fai de reperul mobil R’, deci viteza cu care se deplaseazi el pe
rostogolitoare, prin urmare este tangent in I la centroida mobila.

Egalitatea celor doi vectori vitez3 arati ci centroida fixa §i centroida
mobila au in punctul I o tangenti comund, adica centroidele sunt tangente in
fiecare moment in centrul instantaneu de rotatie.

Deoarece modulele vitezelor sunt egale, rezultd ci lungimile arcelor

de curba parcurse de I pe fiecare dintre centroide, ds; =\/ xI2 +3'112 dt si

ds, = \/ )'('12 + )"'12 dt, in intervale de timp egale, sunt egale, adica rostogolirea

centroidei mobile peste cea fix3 este purd, neavénd loc nici alunecare §i nici
patinare.

Odati cu punctul I, toate punctele situate pe o dreaptd (A) trecdnd
prin punctul I i perpendicularé pe planul director, deci paraleld cu axele Oz
si 0'z’, au, la momentul considerat, viteza nuli.

Locul geometric al axei (A) in raport cu reperul fix este o suprafati
cilindrica fixa numita axoida fixi (fig. 2.24).

Locul geometric al axei (A) in

axoida

mobild  raport cu reperul mobil este o suprafati

cilindricA mobild numiti axoidd mobild
(fig. 2.24).
Centroidéle sunt curbele de inter-
Fig. 2.24 sectie ale axoidelor cu planul director.
In fiecare moment, cele doud axoide care au generatoarea comund

axa (A), au un plan tangent comun care contine generatoarea, iar axoida mo-
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bila se rostogoleste pur peste cea fixa.

Dacé se materializeazi centroidele si se realizeazi miscarea de ros-
togolire a centroidei mobile peste cea fixa, atunci, fixdnd corpul de centroida
mobild, aceasta va efectua exact migcarea plan paralela inifiald. Acest fapt se
poate utiliza la sinteza mecanismelor.

Considerand un punct P de pe axa (A), din figura 2.24 se observi ci

IP =A®d, unde A este un scalar. Ecuatiile vectoriale ale axoidelor sunt deci
, . (2.130)

deci ecuatia axoidei fixe este

F=Ty+ +AD, (2.131)

iar ecuatia axoidei mobile este

+AD. (2.132)

2.4.4.3. Distributia acceleratiilor
Pentru a determina acceleratia unui punct arbitrar M din sectiunea

(2), se scriu mai intéi parametrii cinematici de ordinul doi ai migcirii:

ay =Xgi+yyls

pell 3 & ¥ (2.133)
e=0k=0k.
Formula generala de calcul a acceleratiei unui punct arbitrar este
A=dy +EXT +OX(DXT) =Gy +EXT +(@ D)O-B° T  (2.134)
unde, in acest caz particular, are loc relatia
&7 =0 (2.135)

deoarece acesti vectori sunt perpendiculari.
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In aceste conditii, pentru calculul acceleratiei punctului arbitrar M,
rezultd forma particulara a relatiei (2.134):

A=dy +EXT-@° 7. ' (2.136)

Cele trei componente coplanare ale ac-
celeratiei sunt figurate in fig. 2.25.

Suma ultimelor doud componente este
denumita acceleratia lui M in raport cu O si

este notatd

 =EXT -®°T . (2.137)

Fig. 2.25

Ea este formati din acceleratia tangentiald a lui
M in raport cu O’:

-t - -t

=[§|-[c1. (2.138)

care este perpendiculard in M pe O'M si are sensul indicat de €, i din ac-

celeratia normala a lui M in raport cu O’:

-n -2
aMO’ == r Cu

E“MO,’ =0’ |f] (2.139)

care este coliniara si de sens opus cu T =O'M (fig. 2.25).
Proiectiile acceleratiei punctului M pe axele reperului mobil se obfin

din exprimarea analitic3 a relatiei (2.136):

-

’ ’

i
a=aq+ 0’

O

’

12’
B|-o* W T+y D), (2.140)
X 0

<

care conduce la
’ ’ 2ee .2
a, =ao’x -yo—-0x,
’ ’ ,es .2 (2'141)
a, =a0'y +X0-07y,
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’ ’ . ’ . .o g 3 .
in care gy §i ao'y sunt proiectiile vectorului a pe axele reperului mobil,

avand forma
’ . . .
ao; =Xy COSQ+ Yy sing,

, L (2.142)
ao'y =—Xoy SinP+yy cosQ.

2.4.4.4. Polul acceleratiilor in miscarea plan-paraleld
La fel ca in cazul vitezelor, se pune problema determindrii unor

puncte din secfiunea (X) avand, la un moment dat, acceleratia nula. Fie J un

astfel de punct cu
a; =0 (2.143)

la un moment t.

Conditia (2.143) revine la
3. +EXT, —@ T, =0 (2.144)
(o) J J— :
care reprezintd o ecuatie in necunoscuta f; .

Se inmulteste vectorial la stAnga relatia (2.144) cu €, considerat ne-

nul, si se obtine
Exiy +ET))E-E Ty -0 (Exi)) =0, (2.145)
in care € T; =0 deoarece cei doi vectori sunt perpendiculari.
Exprimand produsul €xT; din (2.144)
Xt =0’T) -2 2.146
EXTy =0 Iy—asy (2.146)
si inlocuindu-1 in (2.145), se obtine
22 = oo
., @ -ag +Exay

Iy =
J 2 4 ’
£ +o

(2.147)

relatie care aratd ca punctul J existd in fiecare moment si este unic determi-
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nat. El se numeste polul (centrul) acceleratiilor.
Se disting urmétoarele dou cazuri particulare importante in care de-
terminarea lui J este simplificat:

a. Daca punctul O’ se migca rectiliniu §i uniform, adica ag =0, re-
zultd ¢ T, =0, ceea ce conduce la faptul c& J=0';

b. Daca €=0, adici ©=0, =cst , polul acceleratiilor are vectorul

de pozitie
2 Ay
F=07=-9, (2.148)
(V)

ceea ce aratd cd punctul J se giiseste pe suportul lui Eof in sensul indicat de

acest vector.
Coordonatele polului acceleratiilor in raport cu reperul R’se obtin
proiectdnd pe axele acestui reper relatia (2.147) sau rezolvand in raport cu

necunoscutele x'J si y'J sistemul de ecuatii algebrice (2.141) in care

r_ 2
ax—ay

aj_ =a’Jy =0. Se obtine
.2 s w7 v 2 .2
(] ao'x —(pao'y (pao; +Q ao'y
Xy, = , Y1 =
J J
e+ &2 +o
Daca punctul J este considerat ca pol (J=0"), atunci acceleratia

(2.149)

unui punct A, conform (2.134), este dati de
i, =EXT| +@X(OxT))=ExTA-@°-JA, (2.150)
relatia analoagi cu cea de la rotatia in jurul unei axe fixe, ceea ce atrage va-
labilitatea proprietitilor demonstrate acolo si pentru aceasti situatie.
Observatie
in general, centrul instantaneu de rotatie este diferit de polul accele-

ratiilor (I#J) in fiecare moment t si, de regula, v; =0 si VJ #0 iar 51 20
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2.4.4.5. Aspecte grafice ale distributiei vitezelor si acceleratiilor
in migcarea plan-paraleli
in continuare vor fi prezentate citeva proprietiti ale distributiei vite-
zelor si acceleratiilor, care se pot utiliza la determinarea pe cale grafici a
vitezei si acceleratiei unor puncte ale sectiunii (X)
1. Proiectiile vitezei punctelor unui segment de dreapti pe acel seg-
ment sunt egale (fig. 2.26).

Pentru demonstrarea proprietatii vom

considera doua puncte A si B din planul sectiu-

nii () sifie u versorul lui AB

= . (2.151)
Fig. 2.26 I

Se alege ca pol punctul A, ceea ce conduce la urmitoarea formi a

expresiei vitezei punctului B
Vg =V, +®XAB, (2.152)
in care componenta ®XAB se numeste viteza lui B in raport cu A, se notea-
Z4 Vg, si este perpendiculara pe AB , avand marimea
[Va|=lol[AB]. (2.153)
Relatia (2.152) se scrie acum
Vg =Va +Vga (2.154)
si se inmulteste scalar cu versorul u , rezultand
VU=V, -U+Vg, -l (2.155)
Deoarece VB A_Lﬁ , rezulta cé produsul lor scalar este nul, deci relatia

(2.155) devine
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Vgri=v,-u (2.156)
ceea ce demonstreazi proprietatea.

Consecintd

Daci se cunosc viteza unui punct A si directia vitezei unui punct B,
se poate determina, pe cale grafica, viteza oricarui alt punct D al sectiunii
(X) care nu apartine lui AB.

Modul de determinare graficd a
vitezei punctului D este arétat in fig. 2.27.

Cunoscénd v, si directia vitezei lui B se
poate determina Vg pe baza faptului cd

proiectiile acestor viteze pe AB sunt egale

(AA’=BB), iar perpendiculara in B’ pe

BB’ intersecteaza directia vitezei punctu-
lui B in vérful lui vg. Apoi se construiesc
cu originea in D proiectiile lui vV, pe AD si a lui vy pe BD (AA"=DA" si
BB"=DB"), varful vitezei lui D gisindu-se la intersectia perpendicularelor
construite in A” pe DA” siin B” pe DB”.

2. Extremititile vitezelor punctelor unui segment de dreapté sunt co-

liniare.
Se considerd trei puncte A, B,
D, coliniare (fig. 2.28). Daca A este luat
== ca pol, atunci vitezele punctelor B si D
V% se scriu:
A —
Vg=V,u +6’)xé1—3.= VA +Vgas 2.157)
Vp =V +OXAD=V, +Vp,,
in care
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[Veal=lo| |;‘_él’ VpaLAB,
[¥pa| =[o]-[AD} ¥ 5 LAD.

Ducénd o paraleld prin varful A" lui v A la AB, se formeazi doua

(2.158)

triunghiuri dreptunghice AAB'B” si AA'D'D” (fig. 2.28), in care:

[Vea| _ AB
[pal AD|

ceea ce arati ci triunghiurile sunt asemenea si deci punctele A”, B” si D”

(2.159)

sunt coliniare.

Consecintd

Daci se cunosc viteza unui punct A si directia vitezei unui punct B,
se poate determina, pe cale graficd, viteza unui punct D situat pe dreapta AB.

in fig. 2.29 este aritat
modul de determinare, pe cale
graficd, a vitezei punctului D. Se
construieste mai intdi proiectia
AA’ a vitezei punctului A pe AB

si se construiesc apoi segmentele

egale BB'=DD’=AA’. Extremi-

Fig.2.29 tatea B” a lui Vg se va gisi la in-

tersectia dintre directia lui V si perpendiculara in B" pe AB. Varful D" al

lui V[, se va gisi la intersectia dintre perpendiculara in D’ pe AD si dreapta
A'B".

3. Distributia momentand a vitezei punctelor sectiunii (X) este cea

corespunzitoare unei rotafii instantanee in jurul centrului instantaneu de

rotatie 1.

83



Aceastd proprietate este evidenfiati in
fig. 2.30. Vitezele punctelor unui segment de
dreapti care trece prin I sunt perpendiculare pe el
si sunt proportionale cu distanta punctului pana la
centrul instantaneu de rotatie, ceea ce arati ca vAr-
furile acestor viteze sunt coliniare. Modulul este

dat de produsul dintre modulul vitezei unghiulare

si distanta de la punctul considerat la punctulv L

4. Metoda planului vitezelor

Planul vitezelor este un plan in care sunt construiti vectorii viteza
v A VB , \"/D ,... ai punctelor A, B, D,... din sectiunea (X), considerati apli-
cati intr-un acelagi punct comun O.

Se noteazi varfurile vectorilor viteza din planul vitezelor cu A’, B,
D’,.... Proprietatea afirmi ci, fiind data figura poligonald ABD... formati
din puncte ale sectiunii (X) in migcare plan-paraleld, figura formati din

punctele AB'D’... ale planului vitezelor este asemenea cu prima si rotits fati

de ea cu 90° in sensul indicat de viteza unghiulari .
Este suficient si se demonstreze proprietatea pentru un triunghi
ABD (fig. 2.31a). Se stie cé, dacd

A este considerat pol, se poate scrie

o & A .
BTIATTRA (a60)
i Vp =V, +V '
b / D~=VatVpa:
o cu
b -‘.'BA-LAB, _V‘DA'LAD’ (2.161)
Fig. 2.31 G
[mal=1o][AB} o] = o [AT 2162

Din planul vitezelor (fig. 2.31b), rezulti ci
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OB = VA +A’B’,

. (2.163)
Vp =V A+AD,
ceea ce arata, prin comparatie cu (2.160), ci
AB'=Vg,, AD' =V, (2.164)

Din (2.161) si (2.164) rezulti ci AB’LAB si ca A'D’LAD ceea ce implica
egalitatea unghiurilor BAD §i B’A'D’. Coroborand aceasta cu (2.162), re-
zulté aseménarea triunghiurilor AAB'D” si AABD i faptul cd primul
triunghi este rotit fata de cel de al doilea cu 90° in sensul aritat de @.

5. Distributia momentana a acceleratiei punctelor sectiunii (X) este

cea corespunzitoare unei rotatii instantanee in jurul polului acceleratiilor J
(fig. 2.32).

Dacé considerdm ca pol punctul
J pentru care a; =0, atunci relaia (2.29)

se scrie:

a=EXT) +DX(@XT)) (2.165)

Fig. 2.32 este identicd cu relatia (2.62) de la rotatia
in jurul unei axe fixe. Aceasta face ca toate proprietitile acceleratiei demon-
strate acolo si fie valabile §i pentru momentul considerat in migcarea plan-
paralela.

Deoarece vectorul T; este perpendicular pe vectorul €, produsul lor

scalar este nul, deci, in urma dezvoltirii dublului produs vectorial din

(2.165), aceasta relatie, scrisd pentru un punct oarecare A din sectiunea (),

va cépéta forma:
i, =ExJA-a’-JA. (2.166)
Componenta tangentialad ExJA are directia perpendicularad pe J_A,

sensul dat de € si modulul |i-:'||-J-K| iar componenta normald ~@”>-JA are
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directia J_A:, sensul cétre J §i modulul (ozlJ_&I. Unghiul B dintre componente
are tangenta:
th:JEl-, (2.167)
iar modulul acceleratiei este: °
[l =PA| Ve? +a? (2:168)
Punctele J, B’ §i A’ sunt coliniare iar unghiul y sub care se vede

acceleratia din J (fig. 2.32) are tangenta:

tgy = |3K|]e-|- LJ::IIW = I-EI:)Z . (2.169)

Unghiurile B si y depind de @ si € care sunt aceiasi pentru orice

punct al corpului, prin urmare unghiurile nu se modifici de la un punct la
altul.

6. Daca se cunoagste acceleratia unui punct A din secﬁunea @) si
vectorii ® §i €, se poate determina grafic pozitia polului acceleratiilor J.
Se calculeazi mai intéi modulul acce-

leratiei punctului A si apoi modulul distanei

de la punctul A la polul J:
— a
lJAl =7..LAL=, (2.170)
82 + 0)4
Fig. 2.33 precum si mirimea unghiului § cu formula

(2.167). Distanta ‘i&l va fi maisurata din A pe directia si in sensul rezultat prin

rotirea vectorului a, in jurul lui A cu unghiul B in sensul dat de € (fig.
2.33).
Pentru a determina acceleratia unui alt punct M din sectiunea (Z)

cunoscénd pozitia polului acceleratiilor J si vectorii ® si €, se uneste J cu
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M si se roteste JM in jurul lui M cu unghiul B in sens opus sensului indicat
de € pentru a obtine directia si sensul vectorului ay, (fig. 2.33). Modulul

ui ay va fi:

|5M]=l1ﬁ|«le2+m“. 2.171)
7. Metoda planului acceleratiilor
Planul acceleratiilor este un plan in care sunt construiti vectorii acce-
leratie a,, ag, ap,... ai punctelor A, B, D,... din sectiunea (Z), considerati
aplicati intr-un acelasi punct comun O.
Se noteazi virfurile vectorilor acceleratie din planul acceleratiilor cu
A’,B’, D',.... Proprietatea afirm c, fiind dati figura poligonalad ABD... for-

mati din puncte ale sectiunii (¥) in migcare plan-paraleld, figura formati

din punctele ABD'.. ale planului acceleratiilor este asemenea cu prima si
rotité fatd de ea cu unghiul ©—f in sensul indicat de acceleratia unghiulara
€ (unghiul B este cel definit de relatia (2.157).

Este suficient sd se demonstreze proprietatea pentru un triunghi
ABD (fig. 2.34a). Se stie ca,
dacd A este considerat pol,
acceleratiile punctelor B si D
se scriu conform (2.136) si

(2.137) sub forma:

B (2.172)
Fig. 2.34 in care
|§BA|=|X§|\/82 +ot,
(2.173)

|EDA|=|TD|V82+m4.
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Din planul acceleratiilor (fig. 2.34b), rezulti relatiile vectoriale:
=i, +AB sidp=d, +AD. (2.174)

Comparand relatiile (2.172) cu (2.174), rezultd

dps =AB sidp, =AD . (2.175)
Ficand raportul relatiilor din (2.173) si tindnd cont de relatiile (2.175), se
obtine:
AB |A'B]
=== (2.176)
AD| (AD

Construim in A componenta ag, care face unghiul B cu AB si
componenta ED A care face unghiul B cu AD (fig. 2.34a). Noténd cu o un-
ghiul dintre dp, §i dp, , acesta este egal cu unghiul dintre BA §i DA con-
form fig. 2.34a. Acest fapt, impreuna cu relatia (2.176), conduce la rezultatul
cé triunghiul ABD si triunghiul A'B'D’ sunt asemenea.

Pe de alta parte, pentru ca AB si cadi peste ag, trebuie rotit in jurul lui A
in sensul lui € cu unghiul 7—p, iar pentru ca AD si cadi peste ap,, trebu-
ie rotit in jurul lui A in sensul lui € tot cu unghiul ©—B. Acest lucru aratd

cé triunghiul A'B'D’ este rotit fa de triunghiul ABD cu unghiul ©—f.

2.4.5. Cinematica migcdrii solidului rigid cu un punct fix

Un solid rigid are o migcare cu un punct fix cdnd un punct al siu ra-
mane fixat in tot timpul migcérii. Fixarea punctului se realizeazi de obicei cu
ajutorul unei articulatii sferice (fig. 2.35), dar si cu ajutorul crucii cardanice
folositd mai ales la dispozitive giroscopice. Reperele se aleg cu polii O si (o}
coincizand cu punctul fix al articulatiei.

Pozitia reperului R’ fati de reperul fix este dati de

88



’

Oy 1+0y; j+oysk,

o]
]

=0y i+ 0y j 0k, (2.177)

-
o&
I
L
.

-

’ g ~

L)

iar parametrii de pozitie sunt

Xgo =0, Yo' =0, zy =0,
Fig. 2.35 W= y(t), P=q(t), 0=06(t).

in timpul migcarii corpului sunt variabili maximum trei parametrii

(2.178)

de pozitie independenti care sunt, de exemplu, cele trei unghiuri ale lui
Euler, ceea ce arati cé rigidul are cel mult trei grade de libertate.

Tabela de inmultire scalara a versorilor celor doua repere este:

| - - -

i ik

’ %1 a12 (113 (2_179)

Oy Oy Qpg
O3p Q3 O3

Rl o) ey

fn continuare, va fi prezentat modul de deducere a expresiilor cosi-
nusurilor directoare in functie de unghiurile lui Euler.

Pentru a obtine aceste expresii vor fi introduse doua repere auxiliare.
Primul este reperul R;(O,n,,n,,n3) (fig. 2.36), cu axele ON, =ON (linia
nodurilor) avind versorul ﬁl » ON; =0z cu versorul ﬁ3 =k si ON, situatd
in planul xOy cu versorul n, completind triedrul n,, ni,, i5. Daci se ro-
teste reperul fix in jurul axei Oz cu unghiul y in

sens direct, axele sale se vor suprapune peste axe-

N, le reperului R, . Din fig. 2.36 rezult:

y i=cosyii, —sinyii,,
j=sinyii; +cosyii,, (2.180)
N.-.Nl - .
k = l'l3,
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de unde se deduce tabela de inmulfire a versorilor si matricea corespunza-

toare:

i j
n; | cosy siny
n, |—siny cosy
i, 0 0

cosy siny O
Oy = —-siny cosy O (2.181)
0 0 1

- O OoO|x

- =)

Al doilea reper auxiliar R;(O,ﬁ;,nz,n3) (fig. 2.37) are axele ON; =0ON
(linia nodurilor) cu versorul n;=i,=1,
ON; =0z’ cu versorul 1i; =k’ si ON, situati
in planul x'Oy" cu versorul i, completind

il dd

triedrul 17, fi, fi5. Daci se roteste reperul R

in jurul axei ON7 cu unghiul ¢ in sens direct,
Fig. 2.37 axele sale se vor suprapune peste axele reperu-
lui R’. Din fig. 2.37 rezulti:
f'=cosq>ﬁ; +sin (pﬁ'z,
i’ =—sin Qi) +cos @iy, (2.182)

-

k

’

=n 3
de unde se deduce tabela de inmultire scalaré a versorilor si matricea cores-

punzitoare:

-/ -7
ny n, 03

=7 ; o cos¢@ sing O

-1:, co.sq> e 0 o, = —sin@ cos® O] (2.183)
J , —sin@ cos@ 0 o 1

k 0 0 1

Analizdnd modul de alegere a reperelor R, si R;, se observa ca
axele ON,, ON7, ON; =0z si ON; =0z’ sunt perpendiculare in O pe axa
ON deci sunt coplanare (fig. 2.38). Daci se roteste reperul R, in jurul axei
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ON cu unghiul 6 in sens direct, axele sale se
vor suprapune peste axele reperului R;. Din

fig. 2.38 rezulta

-/ -
= Nz nl znl’
n:n,: n‘

A n, =cosOn, +sin61n,, (2.184)
T

fi; =—sin 01, +cosO1,,
Fig. 2.38
de unde se deduce tabela de inmultire a verso-

rilor §i matricea corespunzitoare:
e BV} N3
e
ng| 1 0 0
n,| 0 cos® sin®
5'3 0 -—sin® cosH

1 0 0
0g=|0 cos® sinO| (2.185)
0 —sin® cosO

Tinédnd cont de (2.181), (2.183) si (2.185) se pot deduce expresiile
cosinusurilor directoare in functie de unghiurile lui Euler:
ay; =11 =(cosQii; +sin@iiy)(cos i, —sinyii,) =

= COS(PCOs Y — sin Qsin Y cosH,

-

0y, =i - j=cos@siny+sin Qcosycos,

Oy = i’k =sin @sin6,

Oy = j-i=—sin @cos\y —cos@sinycos®,
Olyy = j - j =—sin @sin Y+ cos@cos ycos, (2.186)

Oly3 = _j" k =cos@sin 6,

03 =k’-1=sinysin®,
Oy, = k- j=—cosysin6,
a5 =k’ -k =cos0

Acest rezultat se poate obtine folosind relatia matriciala
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0= OOty OLy, - (2.187)
Se considerd acum un punct arbitrar M(x’,y’,z) din rigid. Ecuatia
vectoriali a traiectoriei, finind cont de (2.177), are forma particulari:
T=r1. (2.188)
Pentru a obtine ecuatiile parametrice ale traiectoriei, se scrie analitic
relatia (2.188)
x-i.+y'j+zlz=x';'+y'-j'+z'l?, (2.189)
care se proiecteazd pe axele reperului fix prin inmultire scalard cu versorii
acestor axe, rezultand
X=0 X 0y Y +04, 2,
y=04, x + 0y y+ 03, zZ, (2.190)
Z=003X + 0y Y + 032,
Tinand cont de relatiile (2.4), ecuatiile parametrice ale traiectoriei

(2.190) conduc la ecuatia

2

2
x“+y +2°

=x2+y?+2%=R%=cst. (2.191)
care arati cd traiectoria punctului M este o curbi situati pe o sferd de razi
egali cu distanta de la punct la polul O.
Pentru a obtine relatia de calcul a vitezei unui punct arbitrar M al
rigidului, se observa c polul O” coincide cu punctul fix al corpului, deci
Vor =0, (2.192)
conditie in care formula (2.25) capiti forma particulari:
V=0OXT =®OXT. (2.193)
Forma expresiei (2.193) este aceeasi cu cea de la rotatia in jurul unei
axe fixe, cu deosebirea ci vectorul @ are cu totul alti expresie, el avind
directie variabila in spatiu.
Pentru deducerea expresiei vectorului & corespunzitoare miscérii

solidului cu punct fix, se considera ci, pe rnd, variazi céte un unghi al lui
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Euler, timp in care celelalte dou# unghiuri rimén constante. Avem astfel ur-
mitoarele posibilitati:

a. y=y(t), @=cst.,, 8=cst., situagie in care rigidul se roteste in ju-
rul axei fixe Oz cu viteza unghiulard @, = \i!f( , viteza punctului arbitrar M
fiind v, =®, XT';

b. y=cst., @=@(t), O =cst., situatie in care rigidul se roteste in ju-
rul axei Oz, fix4 in acest caz, cu viteza unghiulard ®, = ('pl? , Viteza punc-
tului arbitrar M fiind v, =0, XT ;

c. y=cst.,, p=cst, 6 =0(t), situatie in care rigidul se roteste in ju-
rul axei ON fixa in acest caz, cu viteza unghiulard @, = 01, viteza punctului
arbitrar M fiind V=0, XT .

Daci considerdm acum ci toate cele trei unghiuri ale lui Euler varia-
za simultan, atunci viteza punctului M va fi suma celor trei viteze datorate
variatiei fiecdrui unghi in parte, rezultind:

Comparand relatia (2.193) cu (2.194), rezulti ci vectorul @ are ex-
presia:

D=0+, +B; = Yk +k'+6 . (2.195)

Vectorul ® dat de (2.195) se numeste vector vitezi unghiulari in-
stantanee, el caracterizind o rotatie instantanee. Relatia (2.195) nu este insi

o expresie analitica.

fnmultind scalar vectorul & cu versorii axelor reperului mobil, se

obtin proiectiile (o'x, a)'y si (o'z ale vitezei unghiulare pe axele acestui reper.

Pentru @, avem
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®, =01 = (ﬁ +¢§’+éﬁ) A=y & D)+ 1)+6@ 1) = 2.196)
=\ya,3+0cos@
Procedénd axialog pentru celelalte dou proiectii, se obtin in final re-
latiile:
@, =sinBsin@+8cose,
@, =sinOcos@—Osing, (2.197)
®, =\ycos+¢,

utilizdndu-se relatiile (2.186) si relatiile:

- =cos(i’, i) =cosq,
i -n=cos(j,n)=—sin®, (2.198)
K-n =cos—15=0,

2

deduse pe baza desenului din fig. 2.37.
fnmulfind scalar vectorul @ cu versorii axelor reperului fix, se obtin
proiectiile w, , o, si ®, ale vitezei unghiulare pe axele acestui reper, cu ex-
presiile:
®, = @sinysin@+06cosy,
o, = —@cos\ysin 0 +0siny, (2.199)
®, =y+@cosH,
pentru obtinerea cirora s-au folosit relatiile (2.186) si relatiile:
.i=cos(d, i) =cosV,
-} =cos(d, j) =siny, (2.200)
k=0,
deduse utilizdnd desenul din fig. 2.36.

Acum se poate scrie expresia analitici a vectorului @ in raport cu

=13 -11

=1

cele douad repere:
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d=w i+ o, j'+ @K, (2.201)
0=, i+ o, i+ o, k. (2.202)

Scriind analitic relatiile (2.193), se pot deduce proiectiile vitezei

punctului arbitrar M pe cele doua repere. Avem astfel

ik
V=0OXT= u;x O;y ";z =(0yz-0, y)i +(0, x-®, 2)j+ (2.203)
+(mxy—myx)lz=vx;+vy3+vzl;’
si
Py w
v=o)><r=(:3( u; 0:? =(@yz -0, y)i +(@,x -», z)j + (2.204)

+(, y' - XK'=V, i+ v'y}’+ v K,

Tot din relatia (2.193) se deduce ci in fiecare moment viteza unui
punct M al rigidului este tangenta la un cerc care este situat intr-un plan per-
pendicular pe vectorul @ si trece prin acel punct M. Cercul are centrul in pi-
ciorul perpendicularei coborati din M pe suportul din acel moment al vecto-
rului @ (fig. 2.39). Se observa, din aceeasi relatie, ci punctele care au vitezi
nuld la un moment dat sunt punctele situate pe suportul
vectorului @, deoarece OXT =®OXT =0 implicd T =A®

- -
sau r =A0.

Rezulta ci existd in orice moment o dreaptid (A)

Fig. 2.39

ale cdrei puncte au vitezi zero. Ea este denumiti axi
instantanee de rotatie §i este tocmai suportul vectorului @ aplicat in polul O.
Deoarece vectorul ® isi modifica orientarea in timp, rezultd ca si axa instan-

tanee de rotatie 15i modifica orientarea.
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Locul geometric al axei instantanee de rotatie in raport cu reperul fix
se numeste axoida fixA §i este o suprafati conica cu varful in O denumiti gi

conul herpolodic a cérei ecuatie este T =A® sau

(2.205)

Locul geometric al axei instantanee de rotatie in raport cu reperul

mobil se numegte axoidi mobila si este o suprafati conici cu varful in O de-

numita si conul polodic a cérei ecuatie este T =A® sau

X Y _z (2.206)
o, o o

Se poate arita cé cele doud axoide sunt tangente in fiecare moment
de-a lungul generatoarei comune (A), iar conul polodic se rostogoleste pur
peste conul herpolodic.

Observatie

Rotatiile finite, efectuate intr-un interval de timp finit, nu sunt comu-
tative, in schimb se poate aréta ci rotatiile elementare sunt comutative. Vom

demonstra ci doui rotatii elementare &, dt si ®,dt sunt comutative §i pot
fi inlocuite cu o rotafie elementaré unici (@, +®,)dt .

M"  Fie un punct arbitrar M al unui solid rigid cu punct fix.

S, 4% e fn intervalul de timp dt, acest punct are o deplasare ele-
2
M mentar3 (fig. 2.40) data de
L o df = MM’ = (@, xT)dt =(@,xOM)dt. (2.207)
Fig. 2.40

Apoi, din pozitia M’, punctul are o noua deplasare ele-
mentari MM~ de forma
MM’ = (@, xOM )t . (2.208)

Deoarece
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OM =OM + MM, (2.209)
avem
MM’ =[@, X(OM + MM)]dt = (&, xOM)dt +
+[@, X (d, xOM)](dt)? 210
Deplasarea totala a punctului M este
MM =MM’+M'M’, (2.211)

care, dacéd facem inlocuirile corespunzitoare, devine:
MM’ = (&, xOM)dt + (&, xOM)dt +[@, x (&, xOM)I(dt)?  (2.212)
Presupunem acum ci deplasirile elementare se fac in ordine inversa
§i oy in-urma efeetuiirii-lor; punctul M ajunge-intr-a-peaitie M, .-Procedind
analog ca mai sus, se obtine deplasarea totala:
MM, = (&, xOM)dt + (@, xOM)dt +[@, x (@, xOM)J@dt)>.  (2.213)
Cele douad rotatii sunt comutative dacd neglijim ultimul termen care
contine (dt)2 , caz in care:
MM, = MM’ =[(®, +®,)xOM]dt, (2.214)

ceea ce este echivalent cu o deplasare elementard datorati unei viteze un-

ghiulare ® de forma:

iar deplasarea elementar a punctului M se scrie

MM, = MM’ = (@xOM)dt , (2.216)
deci rotatiile elementare sunt comutative.

vor deduce, mai intdi, parametrii cinematici de ordinul doi ai migcarii. Deoa-

rece Vo =0 se obfine a., =0. Expresia analitici a vectorului € in raport
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cu reperul fix se obine foarte simplu
E=6’)=cbxi+d)yj+(bzk 2.217)
Pentru a calcula expresia analitic3 a vectorului € in raport cu reperul mobil,
se folosesc formulele lui Poisson:
- Xy AL Ry - . ’ -
E=0=d, i+ (Axi)+d ] +u)'y(mXJ )+ @k +a, (dxk), (2.218)
de unde
- A .2 o A r 7, ’ ’ 37
E=0,i +0j +0k +0X(o, i +j +0,k). (2.219)
Deoarece ultimul termen este nul fiind de forma ®x®, se obtine
- Nare U N
e=0,i +o j+ak. (2.220)

Vectorul € se numeste vector acceleratie unghiularé instantanee deoarece isi
modific3 directia in fiecare moment.
Parametrii cinematici de ordinul doi ai migcarii sunt deci

ag =0

pell (2.221)

E=D=0o, 1+, j+0,k=0,1+0j +@k
Formula generald de calcul a acceleratiei unui punct arbitrar al cor-

pului capétd forma particulara:
a=EXT +OX(OXT). L (2.222)
Pentru a obtine expresia analiticd a acceleratiei in raport cu reperul

mobil se scrie relatia (2.222) sub forma

A=EXT +(@ T)D-0° T, (2.223)
si inca
;I _jl I_E’
A= co'y @, +(co;x'+m'yy'+m'zz')(m;i'+co'yj'+ k) -
X v 7 (2.224)
”2 72 2 el lndd 30,
—(@, +o/ +0,)xi +y j+z k).
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Din (2.224) se deduc componentele acceleratiei in raport cu reperul

mobil:
t_ ottty ’ s ’ 2 YA 2 ”2 2, 7
a, =m0z -0,y +(0,x +coyy +®,2)0, —(®, +(ny +0, )X,
A A A ’ ’ 7 N 2 2 2, 7
a, =W,X —Wz +(w, x toy +0,z )coy — (o, to, +, )y, (2.225)
N N ’ ’ ’ o2 ”2 ”2 2. 7
a, =0,y —®x +(w, x +coyy +®,2)m, — (0, +oy + o, )z,
cu
- r I2ntd >,
a=a,i+ayj +ak . (2.226)
Se pot obtine analog componentele acceleratiei in raport cu reperul
fix.

Daci se pune problema punctelor cu acceleratie nuld, atunci consi-
derdnd a; =a'y =a), =0, rezultd din relatiile (2.225) un sistem omogen cu
determinantul A de forma:

A=—(@x8)> (2.227)
care, in general, este nenul. Acest fapt arati ca singurul punct cu acceleratie

nuli este punctul fix al rigidului in care se afli si polul O.

2.5. Cinematica misciirii generale a solidului rigid

Se considera un solid (S) in migcare generalad fatd de un reper fix
R(O,f,},f() , adica un solid la care variaza toti cei sase parametri de pozitie
independenti. Aceastd migcare se mai numeste migcare de rototranslatie
instantanee. Daci se solidarizeazi de rigidul (S) un reper R'(O',Y',}', 12'),
atunci pozifia acestui reper, deci si a solidului de care este legat, poate fi pre-
cizatd dacd sunt cunoscuti, de exemplu, urmatorii sase parametri de pozitie
independenti:
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Xo' = xo’(t): eo=q(t),
Yo' =Yor(t), 6=0(t), (2.228)
Zor =Zgr(D), v=y(b),

unde Xy, Yo, 2o sunt coordonatele polului O, iar y, ¢ §i O sunt un-

ghiurile lui Euler (fig. 2.41). Relatiile (2.228) constituie ecuatiile de migcare
ale solidului (S).

Misgcérile particulare studiate se obtin
din migcarea generald prin considerarea con-
stanti a unora din cei 6 parametri din (2.228).
De exemplu, dacé unghiurile lui Euler sunt con-
stante, atunci solidul (S) va efectua o translatie,

sau, daci coordonatele polului O" sunt constan-

Fig. 2.41

te, atunci solidul (S) va executa o migcare de

rigid cu punct fix.

Pozitia reperului R’ este dati, sub forma vectoriald, de vectorii

g re ~ T
i=0yi+0,j+05kK,
- re DY I Rev Y Y :
g < DY g
k' =03 +003, j+ 035K,

unde o4 (i,j=1,2,3) sunt cosinusurile directoare i se exprima in functie de

unghiurile lui Euler cu ajutorul relatiilor (2.186).
Tabela de inmultire a versorilor §i matricea cosinusurilor directoare

vor avea forma

1 ! k o, O, O
T 1m %2 %3
110y O O3 -
- O=|0y Oy O3 (2.230)

M4
o, O, O
3, 21 T2 O3y O3y O3
k |a o o
31 O3p Oa3

Rezolvarea problemei de cinematicd inseamné determinarea traiec-
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toriei, vitezei §i acceleratiei unui punct arbitrar M al solidului (S) ale carui
coordonate x’, y si z’ sunt constante cunoscute, cu conditia cunoagterii si a
ecuatiilor de migcare (2.228).
Traiectoria punctului m are forma vectoriala (2.17)
f=Ty+1, (2.231)
care, prin proiectare pe axele reperului fix, conduce la urmitoarele ecuatii
parametrice
X=Xg +X 0y +y0, +20y,,
Y=Y X0y +y 0y +20g,, (2.232)
Z=Z0 +X O3+ Y0y +2 0.
Pentru calculul vitezei punctului M, se determina, mai intdi, parame-

trii cinematici de ordinul I ai migcarii

Vo =TI =X i+Yqy ] +zo'k,

pcl R (2.233)
O=yk+¢k'+6n1,
ale céror proiectii pe axele reperului mobil R sunt
’ - T . . .
Vol =Vo' 'l =Xg 0 tY o M+ 207 O3
’ - e . . .
"o'y =V ] =X Ogy + Y Ogp +Zgy Olgs, (2.234)
’ _= l‘ér o . .
respectiv
’ - .. . .
O, =0-i =ysinOsin@+0Ocoso,
@, =@ j'=sinBcosg—Osing, (2.235)
’ - . .
®, =0-k =ycosb+0,

Expresia vectoriald a vitezei punctului M, dati de (2.25), este
V=V +OXT (2.236)
ale cérei proiectii pe axele reperului mobil sunt
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’ — ’? L4
VX—VO; +zo)y——y0)z,
’ 7 7 L4
vy=v0'y+xmz—za)x, 2.237)
’ - .’ ’r ’
vz—vo'z+ya)x——xmy.

Observatii
1 Vectorul Vo: este un vector legat, adicd dépinde de situarea in spatiu
[

a punctului O” ales ca pol. Acest lucru reiese din faptul ci, dac# ale-

gem un alt pol Oy, atunci viteza acestuia este

—_—

- - - ’
ceea ce aratd ci, in general, Vol # V. Cele doud viteze sunt egale numai

daci vectorul OO, are directia vectorului @.

2 Vectorul @ este independent de alegerea originii axelor reperului
* mobil R’, adica are aceeasi valoare in orice pol.
Daci se considerd un pol O” in care parametrii cinematici de ordinul

intdi sunt Vo §i ® si apoi un alt pol O; in care parametrii cinematici de or-

dinul intdi sunt v~ §i ®,, atunci viteza unui punct arbitrar M se exprimi cu
(o} 1 p

relatia
V=Vy +®XOM, (2.239)
sau cu relatia
V=g, +@;XOM. (2.240)

Deoarece cele doul expresii definesc aceeasi vitezd, are loc egalita-

tea:
Vo +®XOM =T, +®xOM. (2.241)

Substituind vectorul V4 cu expresia (2.238), se obtine
0
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Vor +®XOM =V, +®X0'0; +@,xO0M (2.242)

Efectudnd simplificdrile corespunzitoare si {inind cont ci, din
ﬁg. 2.42, rezulti relatia

(5; OM=0 O1 +OM, (2.243)
\ din (2.242) se obtine
(O-® )XOIM =0, (2.244)

relafia valabil3 oricare ar fi punctul M al solidu-
Fig. 2.42 -
lui (S). In aceste conditii, se poate concluziona ci

=a,, (2.245)

adic vectorul @ este independent de alegerea originii axelor reperului R’,
deci este vector liber.
in miscarea generala exista trei invarianti la schimbarea polului din
® punctul O in alt punct O, . Acestia sunt:
a. invariantul vectorial
L=, (2.246)
a crui dependenti fatd de pozifia polului a fost aritati anterior;

b. invariantul scalar

L=Vy: ®, (2.247)
a cirui independenti de alegerea polului rezultd imediat prin inmultirea sca-
lard, cu vectorul @, a termenilor relatiei (2.238)
Vol 0= (Vo +OX00)O=Vy -0 (2.248)
c. invariantul scalar
Vo ®_ 1,
o

I,= (2.249)

care reprezinti proiectia vitezei polului O” pe directia vectorului ®# 0, ob-
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finut prin inmultirea scalara a vectorului V- cu versorul @ al vectorului @

)
U=s. (2.250)
@]
Se observi o analogie cu invariantii care apar in cazul axei centrale a

unui sistem de vectori paraleli [7], rolul vectorului rezultant fiind jucat acum

de vectorul @, iar cel al vectorului moment rezultant de vectorul v, .

4 in cazul in care vectorul @ este nenul, existi o dreaptd numiti axi
® instantanee de rototranslatie sau axi centrald a migcdrii, ale cérei
puncte P luate ca pol au proprietaile:

= viteza acestor puncte P este minima

W-Vgy

Vp=V . = ®; (2.251)

min ~— .2
@]
» vectorii Vp §i ® sunt coliniari, adica are loc relatia
OXVp =0. (2.252)
Pentru a demonstra aceste afirmatii, se pleaci de la observatia 1, ca-

re aratd ci viteza unui pol arbitrar O depinde de pozitia acestuia. Daci se
proiecteazi vectorul V. pe o directie coliniard cu @ si pe o directie perpen-
diculard pe ®, se constat3 c3, asa cum se afirmé in observatia 3 punctul c,
componenta coliniara este constanti si are marimea algebrica egald cu I, si,

prin urmare, numai componenta normald se va modifica la schimbarea pozi-
tiei polului O’. Acest lucru conduce la ideea de a ciuta un pol P in care
componenta vitezei acestuia normala la vectorul ® si fie nuld, deci viteza

Vp si fie coliniard cu @ si s aibd mérimea algebrica (2.249). Vectorul Vp
se obtine inmulfind scalarul I; cu versorul lui ® dat de (2.250), rezultand

expresia

104



et

Vo

2l

Vp = & (2.253)

intrucat I; este un invariant, nu se pot gési puncte cu viteza mai

mica decit aceasta, deci vp =V . .
Daci un astfel de punct P exist3, atunci conform observatiei 1, existd
o infinitate de astfel de puncte situate pe o dreapti ce trece prin punctul P si

are directia lui ®.

Pentru a gdsi vectorul de pozitie i'=0P al unui punct P care are
proprietdtile precizate mai sus, se inlocuieste in (2.252) relatia de calcul a

vectorului Vp

Vp =V +OXOP. (2.254)
Se obtine relatia
BX Vo +@X(@XOP) =0, (2.255)

de unde, dupi dezvoltarea dublului produs vectorial, rezulta

—T’_a)xvo’ (—.{)'O’P..

P=—O+=— . (2.256)

® ®

n —r P (_.")()_,P5 .
Notand cu r vectorul OP si cu A scalarul —5 . se obtine
®

o OXVy

T = 0 4@, (2.257)
®

care reprezinta ecuatia unei drepte ce trece prin punctul P, dat de

DXV -
-7 _ O
o =3 (2.258)

si este paraleld cu vectorul ®. Aceasti dreapta este locul geometric al punc-

telor P a céror viteza este paraleld cu vectorul @ si are valoarea minima
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(2.259)

Dreapta este numit3 axa centrald a migcérii (prin analogie cu axa centrald a
unui sistem de vectori alunecitori) sau axa instantanee de rototranslatie (prin
analogie cu situatia de la migcarea elicoidala a rigidului unde exista o astfel
de axi ale cirei puncte au viteza coliniard cu @, numai c# acolo ea este
fixa).

Daci ®-V =0, adicd vy este perpendicular pe ® sau v este
zero, atunci V_; =0 si nu se mai poate vorbi de coliniaritatea intre ® si

Vp. in acest caz, axa centrald a miscirii se defineste ca fiind locul geometric

al punctelor de vitezi minima egald cu zero. Aceasti situatie apare la unele
migciri particulare cum sunt miscarea plan-paraleld si migcarea de solid cu
punct fix.

in raport cu reperul fix, ecuatia axei centrale a miscirii este

OX Vo

T=Ty+ +AB. (2.260)

®

Relatiile (2.257) si (2.260) arati ci, in timpul miscarii, axa centrald a
acesteia se migca atat fatd de reperul fix cat si fagd de reperul mobil.

Locul geometric al axei instantanee de rototranslatie in raport cu re-
perul mobil este o suprafat riglatd numiti axoidd mobila. Ecuatia ei vecto-
riald este dati de (2.257).

Locul geometric al axei instantanee de rototranslatie in raport cu
reperul fix este o suprafata riglatd numiti axoida fixi. Ecuatia ei vectoriald
este datd de (2.260).

Se poate demonstra cé cele doua axoide care au generatoarea comu-
nd axa instantanee de rototranslatie sunt tangente iar axoida mobild are o
miscare de alunecare in lungul generatoarei comune concomitent cu o migca-
re de rostogolire in jurul aceleiasi generatoare.
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fn cazul celor cinci misciri particulare studiate, care se pot obtine
din miscarea generald pentru anumite valori ale parametrilor de pozitie, pro-
blema axei centrale a migcarii imbracd urmatoarele forme:

e in cazul miscdrii de translatie a solidului rigid, parametrii cine-

matici de ordinul intéi sunt VO’ #0 si ®=0, deci nu se poate pune proble-

ma punctelor de viteza minimai;
e in cazul migcdri de rotatie in jurul unei axe fixe, parametrii cine-

matici de ordinul intdi sunt vy =0, ®#0 cu vectorul & de directie fixa,

prin urmare rezultd v_. =0 iar axa centrald a miscdrii este fixd si coincide

cu axa de rotatie, axoidele degenerand in doua drepte confundate.

e 1in cazul miscérii elicoidale, parametrii cinematici de ordinul
intéi ai migcrii sunt vy #0, ®@# 0 si sunt coliniari, deci ®X Vo =0. Axa
centrald a migcirii este axa migcdrii elicoidale, adica axa fixa de rototransla-
tie, iar axoidele sunt degenerate in doud drepte coliniare cu axa de rototrans-
la;ie,. axoida mobild avand o migcare de alunecare in lungul axoidei fixe;

e in cazul miscarii plan-paralele, parametrii cinematici de ordinul

intdi ai migcarii sunt VO' #0, ®=0, iar intre ei existd o relatie de perpendi-
cularitate, deci 63~Vor =0. Viteza minima este v_, =0, iar axa centrald

este o dreapti care trece prin centrul instantaneu de rotatie I §i este perpendi-
culard pe planul director. Axoidele sunt doua suprafete cilindrice, axoida
mobild avind numai o miscare de rostogolire pura peste axoida fix3d. Axa
centrald a migcdrii este, din acest motiv, axa instantanee de rotatie fiindci
lipseste migcarea de alunecare intre axoide;

¢ in cazul migcarii de solid cu punct fix, parametrii cinematici de

ordinul intdi ai migcérii sunt vy =0si ®#0. Axa centrala are directie va-
riabild, este coliniard cu vectorul @ si Vmin =0. Ea este axd instantanee de

rotatie. Axoidele sunt doua suprafete conice, axoida fixd numindu-se con
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herpolodic iar axoida mobila con polodic.
Proiectia vitezei oricdrui punct arbitrar al solidului pe directia vitezei
5 e unghiulare instantanee ®# 0 este aceeasi in fiecare moment.
Proprietatea rezultd imediat prin inmultirea scalara cu versorul vec-
torului @ dat de (2.250) a ambilor termeni ai relatiei de calcul a vitezei unui

punct al corpului

V=g +®XT . (2.261)

Rezulta

V=V G (@XT) s (2.262)

@]

in care ultimul termen este nul.
Se obtine

e e e VD

V=V i=—2—=1,. (2.263)

@]

Pentru calcularea acceleratiei punctului arbitrar M al rigidului (S)
care are 0 migcare generald, se determin3, mai intdi, parametrii cinematici de
ordinul II ai migcérii

By =Xy i+Y j+EiqrKs
p.C.II -.O .’ ‘(’;) .’ 'r(f) . "(3 .Y e .o (2264)
E=w, i+ayj +o, k =m, i+a, jtok

Proiectiile, pe axele reperului mobil, a acceleratiei polului O’ sunt

’ - T . o
ag, =8y 1 =Xgr 0y +Yor O F 207 O3

’ - BT . .

-

Ay, =dg K =Koy Oy +§ oy Oy +Ey O3
Expresia vectoriald a acceleratiei punctului M daté de (2.29) este
d=ay +EXT +OX(DXT), (2.266)
ale cérei proiectii pe axele reperului mobil sunt
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I_I+-II-II 2 2. 7 v s s
Ay =agy +OZ -0y (0, +0, )X +0,0,y +0,0,7,

, , s s r 2 2. ¢ v 7 s
ay ‘ao’y +O,X ~0,Z +®,0 X -(0, +®,)y +0,0,2 ,(2.267)

r_ s Y A AN RN ’2 2,
a, -aorz +O,y —0 X +®,0,X +0.0,y — (o, +oy )z.
Se poate pune problema punctelor de acceleratie nula. Rezolvand

sistemul (2.267) in necunoscutele x, y* si z' sicu a’, =a’, =a’, =0, solutia
ysizs x =ay =2,

va reprezenta tocmai coordonatele punctelor ciutate. In miscarea generala
sistemul este neomogen, liniar, de trei ecuatii cu trei necunoscute si avand

determinantul

A=—(GxE)* (2.268)
care este nenul. Rezultd cé sistemul de ecuatii este compatibil determinat,
ceea ce Inseamna cé in fiecare moment t al miscarii, existd un punct J cu ac-
celeratie nuld numit polul acceleratiilor. in cazul miscarilor particulare siste-
mul poate fi compatibil nedeterminat sau incompatibil putdnd deci exista

mai multe puncte cu acceleratie nuléd sau nici un punct cu acceleratie nula.

2.6. Aplicatii

1 Se considera mecanismul plan din fig. 2.43 format din barele
e OA=BD=R si semicercul de diametru AB=2R =0D . Cunos-
cand cd bara OA se roteste cu vitezi un-

ghiulard constantd ®, si cd la t=0

este orizontald, sd se determine traiecto-

ria, viteza si acceleratia punctului M de

pe semicerc (8 =60°).

Fig. 2.43 Deoarece OABD este un parale-

109



logram, AB este paraleld cu OD in orice moment, deci placa semicirculara
executd o migcare de translatie. Odata stabilitd migcarea particulari execu-
tatd de corp, reperele se aleg conform §2.4.1., adica cu axele paralele si cu

polul mobil intr-un punct cu miscare cunoscuté sau ugor de determinat. Ast-
fel axele reperelor sunt cele aratate in fig. 2.43, iar polul mobil O” se alege
in punctul A, deoarece acesta se stie ci are o traiectorie circulard de razid R

pe care o parcurge cu viteza unghiulari constantd w,, viteza v, fiind per-
pendiculard pe OA si orientatd in sensul dat de ®,, iar modulul este
|V A|-—-0)0 'JOA|= @y R . Acceleratia punctului A are numai componenta
normald, deci are directia razei OA, sensul spre polul O si modulul
Ii AI = (o%R . In aceste conditii punctul M are tot o traiectorie circularé de ra-
ZiR, vitezasava fi vy, =V, iar acceleratiasa ay; =a, .

Pentru a studia analitic migcarea punctului M, se scriu mai intdi pa-

rametrii de pozitie ai migcarii cunoscind c3, in conditiile problemei, unghiul
AOD este @t , rezulténd:
Xo' = R cos(wgyt), Yo' = Rsin(ot) .

Coordonatele punctului M sunt:

x'=R—Rcos9=%, y'=Rsin9=R3:/zi.

Ecuatiile parametrice ale traiectoriei au forma
X=Xq + X = % +Rcos(@gt), y=yy + y = —152£+ Rsin(®gt) .

Daci se elimina parametrul t, se obtine ecuatia unui cerc:

(]

2
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R R43

care are raza R si centrul in punctul C{?T)

Parametrii cinematici de ordinul inti ai migcarii sunt:

Vo' =—R,sin(@ot) i +Rodg cos(@yt) ]

pcl
0=0,
si avem
VM = VO' .
Parametrii cinematici de ordinul doi ai migcirii sunt:
a.r =—Rw% cos(®t) i — Ro2 sin(@pt) j
I {30’ T TRW o8By 0 SIM®oh) J,
pc.
€=0,
si rezulta

w1
2
Il
©1
o\

2 O placé dreptunghiularda ABCD de dimensiuni AB = b, AD = 2a, se
e roteste 1n jurul laturii AD cu vitezd unghiulard constantd cunoscuti

w®, (fig. 2.44). S se determine traiectoria, viteza si

z=2'
n'—éé acceleratia punctului M al placii situat la jumitatea
D .
\ laturii BC, dacd AO = a.
o c . “oa s
e ol N P Placa executd o migcare de rotatie in jurul
(o TN W la
Q\ U unei axe fixe cu vitezd unghiulard constantd @ .
s~ -TM
of A 2 _—"y'  Reperele se aleg ca in §2.4.2 (fig. 2.44). Punctul va
\ 0
=9 g , avea o traiectorie circulara, de razi b, pe care o par-
£/ pewt . curgecu vitezd unghiular3 constantd ®, deci vite-
Fig. 2.44 za liniard va fi @b iar acceleratia va avea numai

componenta normald — m%b .
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Singurul parametru de pozitie variabil in timp este unghiul ¢=w,t
presupus nul la momentul t=0.

Coordonatele punctului M sunt

x'=b, y'=0, 7z =2a.
Ecuatiile parametrice ale traiectoriei se obfin din egalitatea (2.45)
x;+y-j+zlz =b;'+2al?,
care se proiecteazi pe axele reperului fix utilizind tabela (2.43) si rezulta:
x=bcos@, y=bsin@, z=2a. |
Elimindnd parametrul ¢, se obtine:

2,2 .2
X“+y"'=b",z=2a,

adic3 ecuatia unui cerc de raza b situat in planul z=2a si avand centrul pe
axa Oz,
Parametrii cinematici de ordinul intdi ai migcarii sunt:

Vo’ =0,
pecl q. - -,
0=0k=0k,

iar viteza punctului M este:

- -

i jl kl
VM=OXT=[0 0 @y |=bwgj .
b 0 2a

Parametrii cinematici de ordinul doi ai migcérii sunt:

a =0,
pcll *0 R
eE=w=0,
iar acceleratia puntului M este
O G
ayp =6)x((1>x'r")=&')xVM =0 0 @, =—bo)% i .
0 bw, O

112



3 Sa se determine viteza punctului E al barei DE pentru pozitia din de-
e sen a mecanismului reprezentat in fig. 2.45, cunoscénd viteza unghiu-

lard @ a barei OA, lungimile barelor OA = AB=2l, razele r si R, lungi-

mea barei DE =101, distanta de la
punctul D la peretele vertical 6l,

unghiul dintre bara OA si orizon-

tala 0=30° si ca discul mic se

rostogoleste pur pe planul orizon-

tal.
Pentru rezolvarea proble-

mei se vor utiliza centrul instanta-

Fig. 2.45 neu de rotatie si proprietatile vite-
zei exprimate de relatia (2.111).

Se cunoagste viteza punctului A care se migcd pe un cerc de razi 2I,
deci este perpendiculard pe raza OA =21, are sensul dat de ®, §i are modulul
Na|=0q-21.

Centrul instantaneu de rotagie I; al barei AB se giseste la intersectia perpen-
dicularei in A pe v, cu perpendiculara in B pe directia vitezei lui B, viteza
care este paraleld cu orizontala. Viteza unghiulard @, are sensul datde v, ,
directia perpendiculara pe planul figurii i modulul

o =par=—5 =0
1

unde |IIA|=21 deoarece triunghiul OBI; este dreptunghic in B si
|OA|=|AB|=21.
Viteza punctului B are sensul dat de w,, directia perpendiculara pe

planul desenului, iar modulul

113



IVB'={mll-IIIBl
cu |I,B|=|OI,|sin 6 = 41sin 30° =21, deci
IVB|=Im1|-21.
Centrul instantaneu de rotatia I, al corpului format din cele doud

discuri solidare concentrice este in punctul de contact al discului mic cu su-
prafata orizontald, deoarece rostogolirea este purd §i, prin urmare, viteza

acestui punct este nuld. Viteza unghiulari w, a acestui corp are sensul dat

de vy, directia perpendiculari pe planul desenului iar modulul este
\" W, 21
|"’2| gl 202 :
r r
Viteza punctului D este perpendiculard pe 1,D, are sensul dat de

®, si modulul

[¥p|=|w| 20| = —R-D).

Varful vectorului vy, , punctul I, si varful vy sunt coliniare.

Centrul instantaneu de rotatie I, al barei DE se gseste la intersectia
perpendicularelor pe V[, si pe directia vitezei punctului E care se miscé nu-
mai pe verticald.

Viteza unghiulard @, a barei DE are sensul dat de Vp » directia per-
pendiculari pe planul figurii si modulul

p| ©0-2l (R-1) 20oR-T)
o3| = S A T
3

Viteza punctului E este perpendiculari pe I;E, are sensul dat de w,

si modulul
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2(DO(R—I‘) -61:21(R_r)
8r 2 r

7] = o JsE] = @,

S-a determinat astfel complet vectorul vy pentru pozifia mecanis-

mului dati de unghiul 6=30°.

4 Se considera mecanismul din fig. 2.46 format dintr-un triunghi drep-
o tunghic in B avind catetele AB=31 si BC=1, punctul A deplasan-
du-se pe verticald iar punctul B pe orizontald cu viteza constantd, cunoscuta,

V- fn C este articulata o bari CD =1, al carei punct D se poate deplasa nu-

mai pe orizontala. Se cer:

a) sd se determine, pentru placa ABC, centrul instantaneu de rotatie
I, viteza unghiulard ®, acceleratia unghiulard €, polul acceleratiilor J, tra-
iectoria, viteza si acceleratia punctului C, centroida fixa si centroida mobila;

b) sé se determine, pentru bara CD, centrul instantaneu de rotatie I,
viteza unghiulard ®,, acceleratia unghiulara €, , polul acceleratiilor J;, cen-

troida fixa si centroida mobila.




Se alege reperul fix xOy cu axa Ox orizontald §i axa Oy verticald
(fig. 2.46). Reperul solidar cu placa triunghiulara, x'O’y’ se alege cu polul
O’ in punctul B i cu axele O'x” si O'y’ dupa catetele triunghiului. Unghiul
@ este orientat de la Ox la O'x” in sens trigonometric direct.

Centrul instantaneu de rotatie I se giseste la intersectia perpendicu-
larelor construite in punctele A si B pe directiile vitezelor celor doud puncfe.

Viteza unghiulard ® a placii se poate determina folosind centrul
instantaneu de rotatie, ea avind modulul

la)|=‘i<ll=_|ﬂ_

|B| 3lcose’
directia perpendiculara pe planul desenului si sensul dat de V. Utilizénd re-
gula burghiului drept, se obtine c3 sensul lui @ este acelasi cu sensul lui k
si l?, rezultand:

[vl k= [v .
3lcos¢@  3lcos@

0=

O alti posibilitate de a determina vectorul @ consti in egalarea vite-
zei polului O’, calculati in functie de unghiul @, cu valoarea din datele pro-
blemei. Avem astfel

iy =3lsingi,
de unde
Vo' = ?0: =31¢pcos Qi .
Egaland expresia de mai sus cu vectorul
VO’ = VO -i' N
rezultd

3lgcos o= v,
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deci

~_.__ Vo
M 3lcos@

Pe aceasti cale se obtine marimea algebric3 a vectorului @.
Acceleratia unghiulard € se calculeazi prin derivarea lui @, obti-

nandu-se

. 2 .
Vo SIN L= Vo SIn ng
oSIoQ ok =—0 9

—

€=(-;)=

v(2, sin @ e
3lcos? () 91% cos’ [0) 91 cos> ()

Polul acceleratiilor J coincide cu punctul B si, deci, cu polul O’,
deoarece acest punct se migcd rectiliniu gi uniform, avind, prin urmare,
acceleratia nula.

Parametrii de pozitie ai placii sunt

X =3lsinQ, y =0, 9=(t),
iar coordonatele punctului C sunt:
x'=1,y'=0,
prin urmare ecuatia vectoriala a traiectoriei (2.87) se scrie pentru punctul C
sub forma:
x;+y}=3lsin(p;+l?.

Ecuatiile parametrice ale traiectoriei se obtin proiectdnd relatia de

mai sus pe axele reperului fix folosind tabela (2.43), rezultand

x =3lsin@+1cos @
y =l1sin¢@

Eliminand parametrul ¢, se obtine ecuatia unei elipse:
x> —6xy +l()y2 ~1* =0.

Pentru a determina viteza punctului C, se scriu, mai intdi, parametrii

cinematici de ordinul intii ai migcarii:
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Vor =3lpcos8i = vy,
pcl Vo = Vo g

0= =
3lcos@  3lcos@

Viteza punctului C se calculeazi cu relatia (2.95) care se scrie:

i j K
v=vai+|0 0 Yo =voi+ Yo 3'.
3lcos@ 3cos@
1 0 0

Proiectind relatia anterioar# pe axele reperului mobil, se obtine:
V), =V, cosQ,

Yo
3cosQ

’ .
Vy =—VosinQ+

cu [v|= v;‘2+v'y2 .
Viteza punctului C se poate obtine si folosind centrul instantaneu de
rotatie I, ea fiind perpendiculard pe IC, avind sensul dat de ® §i modulul
[¥e|=[@]-pc],

unde |IC| se obtine din triunghiul IAC folosind teorema cosinusului:

1| = ‘/1012 +912 sin” @—6+/10 1% sin @sin(o. + §)
unde o este unghiul din vérful A al triunghiului ABC.

Cunoscédnd parametrii cinematici de ordinul doi ai migcarii:

ay =0,
pell < _ vgs'm(p -,
E=— 3 <
91" cos™ ¢
se poate determina acceleratia punctului C cu relatia (2.140), rezultind
'i'l -jl EI
2 . 2 2 2.
- \% - \' - VoSIN® -,
=0 0 0P Yo giy=——T0_j4+ 007
91" cos” @| 91" cos” @ 9lcos™ ¢ 9lcos™ @
1 0 0
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Acceleratia punctului C se poate obtine si folosind polul accelera-
tiilor J. Directia si sensul se obfin rotind JC in Jjurul lui C in sens opus lui €
cu unghiul B a cérui tangenti este:

_ld_ vosmq) 9% cos? Q_

tgf=- 7 — =1go,
o’ o cos’ 1) Vo

adicd, asa cum reiese din fig. 2.46, EC este paraleld cu axa Ox si de sens
opus cu aceasta. Modulul lui EC este

=P Ve? + o' =

91 cos’ (p
Ecuatiile centroidei fixe sunt

X'
1= yol +T = 3ICOS(p.
Eliminand parametrul ¢ se obtine cercul de ecuatie:
2 2 2
Xy +y; =Q@3h7,

care are centrul in originea O si raza 31.

Ecuatiile centroidei mobile sunt

Xo' Yo' 3l
X =—=sin@——=cosQ= 3lcos @sin @ =—sin 20,
"¢ ¢ 2

y; =%cos<p+%sin<p=31cos2<p=%(1+cos2<p)-

Eliminand parametrul ¢ se obtine cercul de ecuatie:
2 y’_ﬂ 2_ 31 2
I I 2 2
o 31 . 31
care are centrul in punctul de coordonate (0,7) si raza > raportate la re-
perul x'OYy’.
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b. Se atageazi de bara CD un reper x;0]y; cu polul Oj in punctul D
§i cu axa O'lyi in lungul barei.

Centrul instantaneu de rotatie 1 este punctul de intersectie al perpen-
dicularelor pe viteza lui C si pe directia vitezei lui D care este in lungul axei
Ox (fig. 2.46).

Pentru a determina viteza unghiulard a barei CD, 6)2, se observa,

din fig. 2.46, ci

_£_¢
@ 2
relatie care, prin derivare, conduce la
(oM =('p1 =—¢=—o).

Vectorul @, este deci

el avand sens opus cu ®.

Acceleraia unghiularé €, rezultd din derivarea lui @ :

ea avand sens opus cu €.

Cunoscénd IECI se poate calcula distanta|J lq

—

L —jig=1.
e +0)

Irc|=

Polului acceleratiilor J; al barei CD este pe directia data de vectorul

ac rotit in jurul lui C in sensul dat de €, cuunghiul B, a clrui tangenti este:

tgh, =|i‘21= tgp =1gQ,
®;

120



la distanta IJ lC| =1. Din fig. 2.46, rezulti c&, in urma acestei operatii, punctul
J, se afld pe axa O;y; la distanta 21 de O; .

Pentru a determina ecuatiile centroidelor, se calculeazi mai intai co-

ordonatele polului O'l si derivatele lor, rezultand
xoi =3lsin @+ 2lcos o, yO; =0,
5{0; =3l@cos ¢ 2I@sin @, )"0'1 =0.
Ecuatiile centroidei fixe sunt
Xy =X —ii = 3lsin @+ 2lcos
5(01
= ;) F— <+ 1 1 X
Yy, yol % 3lcos @+ 2lsin @
unde s-a tinut cont de faptul cd ¢; =-¢.

Eliminind parametrul ¢, se obtine:

2 2 2
XL + = 131

care este un cerc cu centrul in polul O si raza Wi13.

Ecuatiile centroidei mobile sunt:
, X ’ y ’
Xy = &sin ¢, ——.9lcosq>1 =-3lcos” @+ 2lsin @cos @,
L@ 9,
, %o Yo,
yi, = —-.O—lcostp1 +—2Lsin ©, =-3lsin@cosQ+ 21sin? 0.
LR (]
Trecénd la unghiul dublu in relatiile de mai sus, se poate elimina un-

2 2
(x; +3_‘) sy =2l
1 2 1 4

care reprezintd ecuatia unui cerc cu centrul intr-un punct de coordonate

ghiul ¢, obtindndu-se

(—%1,1) $i razi @ raportat la reperul x;0}y;.
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