CAPITOLUL 1

SISTEME DE VECTORI

1.1. Consideratii generale

In mecanici exista doua tipuri de marimi fizice si anume:

* mdrimi scalare care sunt caracterizate complet de o valoare
numericd ce exprimad numarul de unititi de mésura continut
de mirimea respectiva;

* marimi vectoriale care sunt caracterizate complet, pe langa
valoarea numerici (modul), de directie, sens si punct de apli-
catie.

Exemple de mérimi scalare: masa, volumul, timpul, energia cinetica,
lucrul mecanic, puterea.

Exemple de marimi vectoriale: viteza, acceleratia, impulsul, momen-
tul cinetic, forta.

in mecanic exista trei tipuri de vectori:

1. vectori legati, a cror punct de aplicatie este bine determinat
(fix) si nu pot fi deplasati cum este, de exemplu, viteza unui

punct;



2. vectori alunecétori, care pot fi alunecati pe dreapta suport, de
exemplu, forta care actioneaza asupra unui solid-rigid;

3. vectori liberi, care pot fi translati in spatiu ramanand deci

paraleli cu ei insisi, de exemplu, vectorul cuplu de vectori.
Pentru a putea opera usor cu marimile vectoriale se utilizeaza un reper
care, de reguld, este un reper cartezian ortogonal drept notat R(O,;,j,lz) unde
0 este originea reperului numita si pol iar (?,E,E) este o bazd ortonormatd
? (fig. 1.1). Vectorii i, 3 si k se numesc versori ai

axelor 0x, Oy si respectiv Oz. Ei au modulul egal cu

unitatea si sensul lor indicd sensul pozitiv al axei.

Orice vector F poate fi scris sub forma:

F=Fi+F j+Fk, (LD
numitd si expresia analitica a vectorului F . Scalarii F,, F, si F, sunt mirimile
algebrice ale proiectiilor lui F pe cele trei axe sau coordonatele lui F in baza

(Y,j,l?) . Odata cunoscuti expresia analitica a vectorului, acesta este complet
determinat ca vector liber. Astfel, marimea (modulul) vectorului F este:

o 2, 2,12

lF':,/Fx +E2HE, (1.2)

iar directia si sensul (dacd F#0) sunt date de:
cos(f:,?)wl ‘ : cos(F, _])"lF‘ .cos(F,k) = l F| (1.3)

Se poate trage concluzia ci un vector liber este determinat de trei pa-
rametri caré sunt cele trei coordonate.

Un vector legat este determinat de sase parametri care sunt cele trei
coordonate ale vectorului (F,F,,F,) §i cele trei coordonate ale punctului de

aplicatie (X,y,z}.



Se va arata in continuare ci un vector alunecitor este determinat de

cinci parametri.
1.2. Momentul unui vector in raport cu un punct

Se considera, mai intai, un vector legat F aplicat intr-un punct A si O
un alt punct numit pol faa de care se va defini momentul vectorului F. Mo-
mentul lui F fatd de punctul (polul) O mai este denumit i moment polar.

Definitie: Momentul vectorului legat F in raport cu polul O este un

vector dat de produsul vectorial dintre vectorul de pozitie OA=T al

punctului de aplicatie A al vectorului F si vectorul E (fig. 1.2).

i) My (F)=OAXF =7xF. (1.4)
Se considerd acum un vector alunecator

F aplicat intr-un punct A de pe suportul sdu si

polul O. Momentul polar al vectorului F presu-

fig. 1.2. pus ca fiind vector legat aplicat in punctul A este
dat de formula 1.4. Daci vectorul F aluneci pe suportul sdu astfel incat punc-
tul sau de aplicatie devine un alt punct oare-
care B (fig. 1.3) situat tot pe suport, atunci

deoarece:

OA=0OB+BA, (1.5)

rezulti ca:
M, (F) = OAXF = (OB+BA)xF =
=OBxF +BAxF =OBxF, (1.6)

intrucdt BAXF =0 fiindca cei doi vectori sunt coliniari.



Relatia 1.6. aratd cd momentul polar al vectorului alunecitor F nu depinde de
pozitia lui F pe suportul sau.
Definitie: Momentul unui vector alunecétor F 1n raport cuun pol O
este un vector dat de produsul vectorial dintre vectorul de pozitie ? al
unui punct oarecare de pe suportul sdu si vectorul F:
M, (F)=FxF. (1.7)
Din modul de definire a momentului polar al unui vector legat sau

alunecitor (adica printr-un produs vectorial), rezultd cd momentul polar este

un vector perpendicular pe planul determinat de punctul O si de suportul vec-

torului F (deci si pe vectorul F), ca are sensul dat de regula burghiului drept

si cd modulul siu este:
[Mo (B)| = [FxF| = [f{{jsint.F) = [ -b . (1.8)
in care b=[i’|sin(f, F) este numit bratul vectorului si reprezinti lungimea

perpendicularei coborata din pol pe suportul lui F (fig. 1.2. si fig. 1.3.).
1.2.1. Proprietitile momentului polar

Momentul polar al unui vector legat sau alunecitor are urmdtoarele
proprietdti:
1. Momentul polar se modifici la schimbarea polului din O in O’

conform relatiei:
M, (F) = My (F)+ 00’ x F, (1.9)
ceea ce arati ci este un vector legat. Numai in cazul cand 00'xF=0, mo-

mentul polar riméne neschimbat.

Demonstratie: Pe baza figurii 1.4., se poate scrie relatia vectoriald:
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|

=4 OA=00"+0A, (1.10)
care conduce la:
0 o M, (F)= OA xF =(00'+0A)xF =
fig. 1.4. B
OO'XF+0O'AxF=00"XF+ M, (F).
2. Produsul scalar dintre 1\710(?) si F este nul in orice pol (este un in-
variant la schimbarea polului).
Demonstratie: Deoarece 1\710(13) este perpendicular pe F rezulti ci
produsul lor scalar este nul.
M, (F) E=0. (1.11)
fn cazul schimbari polului dintre O si O avem:

MO(F) F= (M (F)+OO xF) F= (112
=My (F)-F+(00'xF)-F =M (F)-F=0 o
produsul mixt fiind nul deoarece contine doi vectori identici.

3. Momentul polar al unui vector F#0 este nul in cazul in care su-

portul acestuia trece prin pol.

Demonstratie: Atunci cand suportul vectorului F trece prin pol, vec-
torul de pozitie al punctului de aplicatie F=0A fie este coliniar cu F fie cz
punctele O si A coincid, adicd F=0, ceea ce inseamni ci vectorul este apli-

cat chiar in pol. In ambele situatii FxF=0.

1.2.2. Calculul momentului polar

Se considerd polul O ca origine a unui reper R(O,f,},lz) . In aceast:

situatie, momentul polar al unui vector F se calculeazi cu ajutorul expresie

analitice a unui produs vectorial atunci cind se cunoaste expresia analitica :
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vectorului F= FXT+FYE+FZIZ: si expresia analiticd a vectorului de pozifie a

punctului de aplicatie A al siu, OA=7=xi+ y} +7k . Daca vectorul F este

alunecitor, atunci punctul A poate fi un punct oarecare de pe suportul vecto-

rului F.
I U A . . .
My(F)=rxF=|x y 1z =(xFy——ny)i+(zFx—xFZ)j+(xFy—ny)k=
F, F, F
=M, +M,j+Mk. (1.13)

Momentul polar este complet determinat de expresia analiticd datd de

(1.13). El este aplicat in polul O, are modulul:
[Mo (F) = M5 +M; + M , (1.14)
si orientarea dati de cosinusurile unghiurilor pe care le face vectorul cu axele

de coordonate:

cos(Vlo (), 1) = =i 5 cos(Mo () ) = e
T M@ T T Mo
cos(Mo(F),E)=|MM(Zﬁ) . (1.15)
0]

Un caz particular este acela in care vectorul F se gaseste intr-un plan
de coordonate. Acest lucru inseamna ci vectorul moment are directie cunos-
cutd si anume directia perpendicularei pe planul in cauza. Presupunénd cd pla-

nul de coordonate este Oxy, momentul polar va fi coliniar cu axa Oz s§i va
avea versorul k . in acest caz, rezulta:
M, =0; M, =0; M, =M, () bfF], (1.16)

deci momentul unui vector F situat in planul xOz se calculeazi cu relatia:

[

Mo(f:)=iir\‘/[o(if)‘£=Mz k=tbiFfk . (1.17)

'10

P



Semnul + sau — din relatia (1.17) se sta-
bileste aplicand fie regula burghiului drept, fie
regula observatorului (fig. 1.5) care va fi explica-

ta in continuare. Privind dinspre sensul pozitiv al

axei Oz, se roteste bratul b in jurul polului O in

sensul indicat de vectorul F. La o rotatie in sens
trigonometric direct semnul momentului este pozitiv iar la o rotatie in sens in-
vers (orar) semnul momentului este minus. Aceasta este o conventie ce cores-
punde cu regula burghiului drept.

Relatia de calcul (1.13) se poate folosi si in cazul plan conducand la

forma particulara:

ik I
y z|=(xF,-yF) k=M. (1.18)
F, F,

1.3. Momentul unui vector in raport cu o axi

Momentul unui vector F in raport cu o axd (A), numit §i moment

axial, este un scalar si anume mirimea algebrica a proiectiei pe axa (A)a mo-

mentului vectorului F calculat intr-un pol oarecare O apartinind axei A :
M, =M, (F)-i=FxF) i, (1.19)
unde U este versorul axei A (fig. 1.6).
Observatie: Prin marimea algebrica a unui vector se intelege modulul
acestuia insotit de semn. Marimea algebrici a proiectiei unui vector v pe o
axa avnd versorul U, notatd v,, se obtine inmultind scalar vectorul cu verso-

rul axei:

V,=V-u. (1.20)



Vectorul proiectie rezultd prin inmultirea marimii algebrice a proiectiei vecto-
rului cu versorul axei:

VE S v,=v,-u=(V-u)-u. (1.21)

Pentru a arita ¢cd momentul axial nu de-

pinde de alegerea polului pe axa, se alege un alt

pol O pe dreapta A (fig. 1.6.). Notim momentul

axial in acest caz cu M/, si avem:

M/, = My (F) i = (M (F) - 00’ x ) -ii =

fig. 1.6. = Mo (B)- i - (00'xF)- i = Mo (F)- i =M, (1.22)
deoarece produsul mixt (_(_)_6"><13)' i este nul datoritd faptului ca vectorii 00’
si U sunt coliniari.

Observatii:

1. Definitia momentului axial este valabila atat pentru vectori alu-
necatori cdt si pentru vectori legati deoarece, dacd vectorul aluneca pe supor-
tul siu, momentul polar nu se modifica.

2. Expresiile My, My si M, din expresia momentului polar:

MO(F) = sz + My} + MZE sunt tocmai momentele axiale ale lui F in raport
cu axele de coordonate Ox, Oy si respectiv Oz.

3. Conditia ca momentul axial s fie nul este ca vectorul F si axa

(A) sa fie coplanare, fapt care rezulta din definitia (1.19), si este indeplinita in
urmitoarele trei cazuri:

a. vectorul F este paralel cu axa A ;

b. vectorul F intersecteazi axa A ;

c. vectorul F este situat pe axa A .
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1.3.1. Calculul momentului axial

Daca momentul axial M, al unui vector F este diferit de zero, acesta

este egal cu momentul axial al proiectiei fﬂ a vectorului F pe un plan (P) per-

pendicular pe axa A :
M,([F)=M,(E)= i[Mo(frl)l : (1.23)

in care O este intersectia dintre planul (P) si axa (A) (fig. 1.7.).

)

/ \( %/ si care trece prin punctul de aplicatie A al vecto-
o by -

(P) i\ rului F si fie O punctul de intersectie al axei A

by -
fig. 1.7. cu planul (P). Se descompune F in doud compo-

Fie (P) un plan perpendicular pe axa (A)

nente F=F, +F,, unde F, este paralela cu axa

(A) (fig. 1.7.). Notand cu @ versorul axei (A), se obtine:

M, (F) = My (F)-i = (fxF)i =[Fx(F, +F))Ji = FxE)i + (FxE)i = (124)
= (FxF)i =M, (E)

deoarece in produsul mixt (f><}*?2 )U vectorii Fz si u sunt paraleli si deci pro-
dusul este nul. Pe de alta parte avem:

M, (E)=M,(F) -i= (Mo (B)fil i = #fMo (F)| =2b,[F|.  (1.25)

in care b, este bratul vectorului F, iar semnul se alege conform celor aratate la
calculul momentului unui vector in plan.

Atunci cand vectorul F este aluneciator, planul (P) nu este neaparat
necesar sa contind punctul de aplicatie A, dar trebuie si fie perpendicular pe

axa A
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1.4. Caracterizarea unui vector alunecéator.

Suportul unui vector alunecator

Pentru a determina marimea, directia, sensul si suportul unui vector

alunecitor F este suficient si se cunoasca cinci parametri independenti dintre
urmitorii sase: Fy, Fy, F;, My, My, M,. Acestia reprezintd coordonatele vecto-
rului si coordonatele momentului sau calculat in raport cu originea O a axelor.
Deoarece relatia (1.11) este intotdeauna indeplinitd, rezultd cd intre cei sase
parametri exista ecuatia de legatura:

FM; + FM, + FM, =0, (1.26)
care arati ci numai cinci dintre ei sunt independenti. Cunoscénd cele sase

marimi scalare (numite si coordonatele lui Pliicker), se poate determina supor-
tul vectorului F asa cum se aratd in continuare. Deoarece nici una dintre
coordonatele lui Pliicker nu se modificd atunci cand vectorul ]E alunecd pe
suportul sdu, putem considera punctul Ay de pe suport astfel incét vectorul
OAq = t, s fie perpendicular pe vectorul F (fig. 1.8.). Acum se poate scrie:

M (7] M, (F)=TxF =7 xF, (1.27)

care se inmulteste vectorial la stanga cu F, obti-

nandu-se:
FxMy(F)=Fx(f, xF). (1.28)
Dupi dezvoltarea dublului produs vectorial, rezulta:
FxM(F)=F* T, —(F-T,)F. (1.29)
Cum vectorii T, i F sunt perpendiculari, produsul lor scalar este zero si deci

ultimul termen se anuleaza.
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Se obtine:
Fx 1\710 (?)

= (1.31)

sz

reprezinti tocmai lungimea bratului lui F .

Ecuatia vectoriald a dreptei suport este determinati de punctul Ay si

de directia lui F (fig. 1.8.).

r= +7\,l_§=

(1.32)

st

FxMzo(F)JrM:,,

in care T este vectorul de pozitie al unui punct oarecare de pe dreapti, iar A

este un parametru scalar astfel ales incat m =AF.
Ecuatiile parametrice ale dreptei suport se obtin din‘ (1.32) prin pro-
iectarea pe axele unui reper Oxyz:
X=X, +AF;y=y,+AF; 2=z, +AF, . (1.33)
Ecuatiile canonice ale dreptei suport rezulti din (1.33) prin eliminarea

parametrului A intre cele trei relatii:

X YTV 27 (1.34)
F F,F

X y z

Coordonatele punctului A, rezulti din expresia analitici a relatiei (1.30):

O
Xoi+}’0j+zok=‘PTz“ E F FE|, (1.35)
M, M, M,
de unde:
1 1
Xg == (F,M, -EM,) y, =—(FM, -FM,);
F F (1.36)

i
7 =27 (M, ~EM,).

Un caz particular important este atunci cand vectorul F se afld in pla-

nul de coordonate xOy, situatie in care F, = 0, My = 0 51 M, = 0. Ecuatia
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suportului se obtine imediat din relatia (1.18) in care x si y reprezintd acum
coordonatele generice ale unui punct al dreptei suport:
xFy - yF.=M,. (1.37)

1.5. Sisteme de vectori
1.5.1. Torsorul 'unui sistem de vectori

Fie (S)= {R,E,...,E} un sistem de vectori legati aplicati in punctele
A, sau un sistem de vectori alunecitori cu suporturile trecand prin punctele A;
si O un pol. Notam vectorii —CE: curt.

Pentru sistemul (S) se definesc vectorii:

1. Vectorul rezultant al sistemului, notat AR , definit ca suma

vectorilor din sistem considerati liberi:

R =F+F,+.+FE =Y F. (1.38)
i=l
2. Vectorul moment rezultant al sistemului in polul O, notat

M, , definit ca suma momentelor vectorilor E, calculate in raport

cu polul O:
My =My (B) + Mo (B) .. Mo ()= Y Mo(E),  (139)
i=1
in care
Mo(F) =7 xF. (1.40)
Daca se cunosc expresiile analitice ale vectorilor E si ale momentelor

lor 1\710(15,-) calculate in raport cu un reper R(O, T,],E) , proiectiile vectorului
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rezultant A si ale momentului rezultant 4. sunt date de expresiile:
0 p
i=n

YE

1

i=n i=n
i 7 7o)
R=IF  R,=D E R, =
i=1 i=]

i=1

A, =ZM s Mo, =1§,Mi, ; My, =§Miz . (1.41)
i=1 =1 i=1

Observatie: Momentul unui singur vector se noteaza cu literd mare de
tipar iar vectorul moment rezultant se noteazi cu literd mare rondi. Tot cu
literd mare ronda se noteazi si vectorul rezultant.

| Definitie: Se numeste torsor al sistemului (S) in polul O, notat To(S),

| perechea { R, M} formata din vectorul rezultant si vectorul mo-

| ment rezultant in polul O.

1.5.2. Proprietitile torsorului

1. Fie A un scalar gi (AS) sistemul format din vectorii alunecitori sau

legati (XE,XE,..., Xﬁ‘n ). Torsorul in polul O al sistemului (AS) este:

T,y(AS) =AT,(S), (1.42)
deoarece:
T,(AS)={A %\ M, }. (1.43)

Un caz particular important este pentru A =—1 cind avem:
To(=S)=-T,(S) . (1.44)
2. Fie () ={F",ED,...FM} si (5,)={E®,E?,..,F?} doua siste-

me de vectori alunecitori sau legati. Se defineste sistemul:
(S)= {E“%FS’,...,EP,1?;‘”,152(2),...,13,52)} ca suma celor doud sisteme. Torsorul

sistemului (S) in polul O este egal cu suma torsorilor celor doud sisteme
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calculate in acelasi pol.
To(S)=To(S;+8,) =To (S +To(Sy) » (1.45)
deoarece:
To(S, +5,) = { RO+ RO, M + M ). (1.46)
3. Proprietitile anterioare se pot generaliza in sensul cd, daca A si
M, sunt scalari si (Sy) si (S2) sunt doud sisteme de vectori alunecitori sau le-
gati, atunci:
ToAS, +1,8,) =MTo(S) + A, T (S,) (1.47)
4. Vectorul moment rezultant al unui sistem de vectori alunectori sau
legati (S) se schimba la schimbarea polului din O in O’, dupa legea:
My = My, +O0'x R . (1.48)
Relatia (1.9) se scrie pentru un vector E al sistemului S, sub forma:
M (E) =My (E)+O00'xE, i=12..n. (1.49)

Vectorul moment rezultant in polul O este:
Ay =Y Mo (F) =Y [Mo(E)+ 00 xF, ] =
i=l1 i=1
=S My () +00'% Y F, = Moy +00' 5 (1.50)
i=1 i=1

fn general M # A, fapt care arati ci momentul rezultant al unui

sistem de vectori este in general un vector legat deoarece se modifica la
schimbarea polului dupa legea (1.48). Momentul rezultant nu se schimba la

schimbarea polului in urmétoarele doud situatii:
a) cénd vectorul OO’ este paralel cu vectorul rezultant;

b) cand vectorul rezultant & = 0. In aceasta situatie A, =4, ori-

care ar fi polul O, deci, la sistemele care au vectorul rezultant nul,
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vectorul moment rezultant este invariant la schimbarea polului deci
este un vector liber.

5. Daca intr-un pol O torsorul unui sistem (S) este nul, atunci el este
nul in orice pol.

To(S) = {0,0} = To(S) = {0,0} oricare ar fi .

(1.51)
Aceastd proprietate este o consecintd imediati a proprietitii anterioare.

6. Produsul scalar dintre componentele torsorului este un invariant la
schimbarea polului:

R /IZ) =R -JI?O, oricare ar fi polul O’. (1.52)
Aceastd proprietate se demonstreazi pe baza relatiei (1.48):
97_?; %:ﬁ (e/%,+6—6"x %?):3?? -%&@(66& F/?): 9?7 -JZ,,(I.SS)
deoarece produsul mixt ?ﬁ_’,’ (66'x jm; )=0.

Expresia analitica a acestui produs scalar, atunci cand vectorii sunt
exprimati in raport cu un reper R(O, i, j,k), este:

R - My=R, M+ R, M, +R, M,

(1.54)
El se mai numeste trinom invariant sau scalarul torsorului si joaca

un rol important in problemele de reducere a sistemelor de vectori alunecitori.
7. Proiectia vectorului moment rezultant, notat 4% , pe directia vec-

torului rezultant % #0 este aceeasi in orice

punct din spatiu, deci este invariantd la schimba-
rea polului (fig. 1.9).

Fie u versorul vectorului rezultant

R,

adica:

X

=1}
1l

]

(1.55)

I
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Mirimea algebrici a proiectiei vectorului moment rezultant pe direc-
tia lui & se calculeazd inmultind scalar vectorul moment rezultant cu verso-

rul lui (Jj;

-

M, = J/(o u—Jl(O

lg—é (1.56)

iar vectorul proiectie se obtine inmul{ind marimea algebricd a proiectiei cu

versorul directiei pe care se face proiectia, adica tot u

Ao R (1.57)

Deoarece produsul 4, - si vectorul rezultant & sunt invarianti la schim-

barea polului, rezultd cé vectorul a% este si el invariant la schimbarea polului.
8. Torsorul unui sistem format din doi vectori alunectori sau legati
care au aceeasi marime, aceeasi dreaptd suport-si sensuri

0 4 A opuse este nul in orice pol (fig. 1.10). Acest sistem se

A
772’ 2 mai numeste sistem de vectori direct opusi.
fig. 1.10. Fie sistemul (S)={F,E,} care indeplineste con-

ditiile din enunt. Se considerd un pol O pe dreapta suport (fig. 1.10). Compo-

nentele torsorului sunt:
R =F+F, =0,
My =M, () + My (Fy)=0. (1.58)
Vectorul moment rezultant este nul deoarece suportul vectorilor trece
prin pol. Rezulti ca torsorul este nul in polul O si, prin urmare, conform pro-
prietitii numarul cinci, este nul in orice pol.

Observatie: n cazul in care asupra unui punct material actioneaza un
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sistem de vectori direct opusi, el nu are nici un efect asupra miscarii sau echi-
librului acelui punct. Daca fiecare dintre cele doua forte ale unui astfel de sis-
tem actioneaza asupra céte unui punct material, atunci ele imprima miscari ce-
lor doua puncte materiale, desi torsorul sistemului este nul.

In cazul in care dous forte care formeazai un sistem de vectori direct
opusi actioneazi asupra unui solid rigid, s-a constatat ci aceste forte nu au
nici un efect mecanic asupra corpului, adica daci solidul rigid era in repaus
sau in migcare, addugarea sau suprimarea unui astfel de sistem de forte nu
modifica starea de repaus sau modul de miscare ale corpului. Pe baza acestei
1poteze se poate arita ci fortele care actioneazi asupra unui solid rigid sunt

vectori alunecétori, ipoteza de rigiditate fiind esentiald. Pentru a demonstra

acest lucru, considerdm un solid rigid asupra caruia actioneazi o forta F apli-
cata intr-un punct A (fig. 1.11a). Se aplic?

= ) fntr-un punct oarecare B de pe suportul lui
F un sistem {f*‘,—f” , operatie care, con-

form ipotezei, nu are nici un efect asupra
a b C.

, rigidului (fig. 1.11.b). Se suprimi apoi
fig. 1.11.

sistemul format din vectorul F -din A si
vectorul —F din B, operatie care nici ea, conform ipotezei, nu are vreun efect
asupra rigidului (fig. 1.11.c). Rezulti ca forta F aplicata in punctul B are ace-
lasi efect ca si forta F aplicatd in punctul A. Rezult3 faptul ci fortele care
actioneazi asupra unui solid rigid pot fi reprezentate prin vectori alune-
catori. Aceastd remarca se aplica si in cazul sistemelor rigidizate de solide

rigide.

23



1.5.3. Teorema lui Varignon

Un caz particular important eéte acela al unui sistem de vectori conc'u-
renti format fie din vectori legati aplicati in acelasi punct A, fie din vectori
alunecitori cu suporturile concurente intr-un punct A (fig. 1.12). Pentru un
astfel de sistem, torsorul intr-un pol O este:
i=n

R=Y F,

}

d

~T}

—_

4
o J?O=§=:MO(E). (1.59)
i=1

In conditiile acestui caz par-

' ticular, vectorul moment re-
fig. 1.12.

zultant capata forma:

o}

- i=n . . i=n - in» - -
My=3 Mo(E) =Y IxE =ix Y F=ix =M (X).  (1.60)
i=1

i=1 i=1
rezultat care poartd denumirea de teorema lui Varignon si care se enuntd
astfel: vectorul moment rezultant, calculat in raport cu un pol O, al unui sis-
tem de vectori legati concurenti intr-un punct A sau al unui sistem de vectori
alunecatori cu suporturile concurente intr-un punct A, este egal cu momentul
fatd de polul O al vectorului rezultant aplicat in acelasi punct A sau respectiv

cu suportul trecand prin punctul A:

M, =M (% y=OAx R . (1.61)
Observatii:
1. Pentru un astfel de sistem de vectori, rezultd ca scalarul torsorului

este nul:

A - T =0, (1.62)
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chiar daca M, #0 si R #0 deoarece M, este perpendicular pe % .
2. Dacid un astfel de sistem actioneazi asupra unui punct material A,

atunci vectorii sistemului se pot compune dupd regula paralelogramului, obti-
. - i=n -
néndu-se un vector rezultant & =§:Fi aplicat in punctul A si numit rezul-
i=1

tanta deoarece are acelasi efect asupra punctului ca si sistemul initial. Teore-
ma lui Varignon se poate enunta acum astfel: vectorul moment rezultant fata
de un pol O al unui sistem de vectori concurenti intr-un punct A este egal cu

momentul rezultantei calculat in raport cu acelasi pol O si aplicati in punctul A.

1.5.4. Axa centrali a unui sistem de vectori alunecitori

Fie (S)={F,F,,...,.E,} un sistem de vectori alunecitori avand ntr-un
pol O torsorul To={ R , My} cu R #0. Asa cum s-a aritat in cadrul pro-
prietatii numdrului sapte a torsorului, vectorul moment rezultant % si produ-

sul scalar 4, - R sunt invarianti la schimbarea polului. Primul este un inva-

riant vectorial:
L=, (1.63)
iar al doilea este un invariant scalar: '
L= M R . (1.64)
Daca se descompune vectorul moment rezultant dupi o directie coli-

niard cu J , componenti care se noteaza cu A , si dupa o directie normala

pe directia lui 42, componenti care se noteaza cu -4, (fig. 1.13), rezulta:

t/!b/o = '//!4%'!' -/4%6“ cu
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M, >

JZR‘ .69

Deoarece componenta -4 este invarian-

ta la schimbarea polului iar vectorul moment re-

zultant se modifici la schimbarea polului (1.48),

rezultd ca numai componenta normald M, se

fig. 1.13.

modificd la schimbarea polului. Se poate pune
deci problema de a gisi puncte P din spatiu in care, dacd sunt luate ca pol,

componentele torsorului sa fie coliniare, adici componenta normald si se anu-

leze: z/it.;,n = (), iar vectorul moment rezultant sa fie egal numai cu componenta
paraleld cu directia lui R, M, =M (fig. 1.13).

In aceste puncte, daca existd, vectorul moment rezultant M, are va-

loarea minima, motiv pentru care torsorul sistemului in polul P, Ty(S), se mai

numeste §i torsorul minimal. Deci:

TuinS) = To(S) = { & , M, }, (1.66)
unde:
d’?mm==/fzz=—————'/ﬂ° R G-Lo 1, (1.67)

il
avand mirimea algebrica:

My-R 1,
il

Conform proprietitii numarul patru, daci existd un punct P in care sa

(1.68)

(J

aiba loc cele ardtate mai sus, atunci existi o infinitate de astfel de puncte si-

tuate pe o dreapta paraleld cu 7 si care trece prin P.

Pentru astfel de puncte P, se poate scrie relatia:
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A=A, ~OPx R . (1.69)

Se amplifica egalitatea inmultind vectorial la stinga cu % :

R x My=FR x( M,—OPx R ). (1.70)
Deoarece % si c/lz, sunt coliniare, produsul vectorial este zero si rezulta:

R x My~ x(OPx & )=0, (1.71)
de unde:

R x My=R* 0P (R -OP)R . (1.72)

Se poate acum exprima vectorul de pozitie al punctului P:

”*_y%?‘x% @.6—? >

P= 7 + T X . (1.73)
Noténd:
— _ R-OP_, . RxM, .
OP =7, 7 =A si (%;2/%=rpo, (1.74)
in care A este un parametru, relatia (1.73) se scrie:
. . .5 RXM, =
r=rpo+k-%=——@2—0+l37£. (1.75)

care reprezintd ecuatia vectoriald a unei drepte ce trece prin punctul P, deter-
minat de vectorul de pozitie T, si care este paraleld cu AR . Aceastd dreapta se

numeste axa centrali a sistemului (S) de vectori alunecitori. Ea poate fi
definitd ca locul geometric al punctelor P din spatiu in care, daca sunt luate ca
poli, vectorul rezultant si vectorul moment rezultant sunt coliniari iar torsorul
este minimal.

Coordonatele punctului Py prin care trece axa centrald sunt obtinute

din expresia analitica a relatiei (1.74):
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i j k
> < e 1
Xp, i +Yp j+zpk=—5 R, ,%y R,|. (1.76)
M, r/ﬂy e/”z

x
Ecuatia parametrici a axei centrale in raport cu un reper cartezian
R(O,;,},E) este:

| x=xp +AR;y=yp, +AR s 2=2, +AR,. (1.77)
Ecuatiile canonice ale axei centrale se deduc din relatiile anterioare i au forma:

X-Xp, _Y~Y¥n _Z77Z,

R R, R

X y z

(1.78)

Observatii:

1. In cazul in care un sistem de vectori alunecatori are vectorul rezul-
tant nul, & = 0, notiunea de axi centrald nu are sens.

2. In cazul sistemelor de vectori alunecdtori la care £ #0 dar
R - M= 0, rezulta ca M, =M= 0, ceea ce face ca notiunca de parale-
lism intre vectorii & si M, = 0 sa nu aiba sens. Axa centrald este atunci
definitd ca locul geometric al punctelor P din spatiu n care, atunci cand sunt

luate ca poli, vectorul moment rezultant este nul, adicd Tin = { X, 0 I

.

3. O alta forma a ecuatiilor axei centrale se poate obtine din relatia de -

—

coliniaritate dintre momentul rezultant 4 si vectorul rezultant & scrisa

sub forma:

M=\ R, (1.79)
in care A este un parametru scalar. Notdnd cu X, y, z, coordonatele punctului
P si inlocuind (1.79) in (1.69) se obtine:

Mo, ~(yR, ~2R)) _ Mo, ~ @R, ~xR,) My, ~(xR, - yR,)
R = R = 7 , (1.80)

y z
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care este o altd form3 a ecuatiei axei centrale.

4. Vectorul de pozitie %, al punctului P, dat de (1.74) este perpendi-

cular pe axa central, iar modulul siu este chiar distanta de la polul O la axa
centrala.

Din relatia de definitie (1.74) a lui i:Po , rezultd ca acest vector este per-

pendicular pe vectorul R care, la rAndul sau, este paralel cu axa centrald. Re-
zultd c& 1, este perpendicular pe axa centrald, iar modulul siu este lungimea
perpendicularei coboratd din polul O pe aceasts axi.

5. Pozitia axei centrale a unui sistem de vectori alunecitori este inde-
pendenta de pol.

Presupunem ci la schimbarea polului din O in O’, axa centrala isi mo-

difica pozitia (fig. 1.14). in cazul schimbarii polului, vectorul FP este dat de:

- ,%’x(/tl j’x(,//( +00><,72) J?le J?X(OOX?Z’)

%= R R? R? R? -
_RxMy RO0 (ROONR . L0 R, (s
TE Tw T @ Tkt (81

in care rpo. %2—2 este vectorul de pozitie

al unui punct de pe axa centrala corespunzitoare

polului O iar p este un parametru scalar. Din

figura (1.14) se deduce relatia vectoriala:

§, =00"+, +P3P. (1.82)
) o Comparand relatiile (1.81) cu (1.82), rezulti
fig. 1.14
egalitatea:
PP=u & . (1.83)

D
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Aceasta relatie arata ca vectorul P;P trebuie sa fie paralel cu vectorul R si

si treaca prin punctul Py apartinand axei centrale corespunzitoare polului O,
deci singura posibilitate este ca PgP s fie coliniar cu aceastd axa centrald,

ceea ce arati ci, de fapt, si punctul P, trebuie sa se gaseascd pe ea adica cele

doua axe centrale coincid.

6. Formulele (1.32) si (1.75) se aseamina foarte mult ca aspect, numai
c3, in cazul suportului unui vector alunecétor, momentul care intervine este
momentul vectorului, iar in cazul axei centrale vectorul moment rezultant nu

este, in general, momentul vectorului rezultant.

1.5.5. Echivalenta sistemelor de vectori alunecitori.

Operatii elementare de echivalenta. Teorema de echivalenta

Fie (S)= {FI,FZ,..., ?n} un sistem de vectori alunecitori; de exemplu

un sistem de forte care actioneaza asupra unui solid rigid.

Se constatd ci existi anumite operatii numite operatii elementare de
echivalentii care efectuate asupra vectorilor sistemului (S), nu-i modifica
torsorul calculat intr-un pol O. Aceste operatii sunt:

1. Alunecarea unui vector pe suportul sau. Faptul cd aceasta operatie
nu modifica torsorul, rezulta din definitia momentului unui vector
alunecétor.

2. fnlocuirea a doi vectori concurenti cu rezultanta lor prin punctul
de concurenti sau descompunerea unui vector in douad componen-
te aplicate intr-un punct de pe suportul acelui vector. Nemodifi-
carea torsorului prin aceastd operatie rezultd din teorema lui

Varignon si din principiul paralelogramului.

30



3. Adaugarea la sistemul (S) sau suprimarea din sistemul (S) de pe
rechi de vectori coliniari, egali in modul si de sensuri contrare
Faptul ca torsorul nu se modifica prin aceast operatie rezultd dit
aceea ca torsorul unui sistem de vectori direct opusi este nul it
orice pol.

| Definifie: Doui sisteme de vectori alunecitori (S;) si (S;) se numess
| echivalente daci se obtin unul din altul prin operatii elementare de

echivalentd. Se noteazi (S;) ~ (S,).

Observatii:

1. Prin aplicarea numai a primei operatii elementare de echivalents sc
obtine acelasi sistem de vectori.

2. Daci (8,) este un sistem de forfe care actioneaza asupra unui solic
rigid iar (S;) este un sistem echivalent cu el, atunci cele doui sisteme au ace
lagi efect. Acest lucru este justificat de faptul ci nici una dintre operatiile ele
mentare de echivalentd nu modifica efectul unui sistem de forte ce actioneazi
asupra unui solid rigid.

3. Toate sistemele echivalente formeazi o clasi de echivalenta.

O relatie de echivalentd este caracterizati de urmitoarele trei pro
prietati:

a) reflexivitate: (S) ~ (S);
b) simetrie: daca (S;) ~ (S,) atunci (S,) ~ (S));
c) tranzitivitate: daca (S,) ~ (S;) i (S2) ~ (S;3), atunci:
(81) ~(S5).
in general, sistemele de forte care actioneazi asupra unui solid rigic

contin multe elemente si efectul lor este greu de apreciat. De aceea, se pune
problema inlocuirii unui sistem de forte (S)= {IE,E,...,IE"}cu cel mai simph

sistem echivalent care si aibd acelasi efect asupra solidului rigid. In vedere:

rezolvirii acestei probleme, se poate demonstra teorema urmatoare:
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Orice sistem (S;)= {f’,,l_iz,...,f?n} de vectori alunecitori se poate
transforma, numai prin operatii elementare de echivalentd, intr-un sistem (S,)
format numai din doi Vecfori, Sy = {\7l , Vz} .

Teorema afirma deci ci orice sistem de vectori alunecitori este echi-
valent cu un sistem format doar din doi vectori.

Tot in acelasi scop se va prezenta teorema de echivalentd, operatie
pregititd de lema care urmeaza:

Lemd: Un sistem (S), care are intr-un pol torsorul nul, poate fi supri-

mat prin operatii elementare de echivalenta.
Pentru demonstrarea lemei, se considera un sistem (S) = {E,Fz,...,f’n}

de vectori alunecatori avand torsorul nul intr-un pol O:

i=n

F=3 E)=0, M=Y Mo (F)=0. (1.84)
: i=1 i=l

Teorema anterioari afirmi ci acest sistem este echivalent cu un sis-

tem simplu S* ={V,,V,} format numai din doi vectori, care are acelasi torsor

in polul O:
R =V, +¥,=0,
My =My (V;)+ Mg (V,)=0. (1.85)

Din prima relatie rezulti c& V, =-V,, deci cei doi vectori sunt egali
ca marime, paraleli §i de sensuri opuse. Cea de a doua relatic aratd cd

Mo(V,) = ~M(V,), adica faptul ci cei doi vectori au acelasi suport. Rezulta

ca sistemul (S*) este format din cei doi vectori direct opusi si conform celei

de a treia operaii elementare de echivalentd, el poate fi suprimat, obtindndu-
se un sistem echivalent fara nici un vector, ceea ce demonstreaza lema.

Acum se poate demonstra teorema de echivalentd care urmeaza.
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Doud sisteme (S;) si (S,) sunt echivalente daci si numai daci ele au
acelasi torsor intr-un pol arbitrar.

Presupunem ci cele doua sisteme au acelasi torsor, intr-un pol arbitrar
O, adica:

To(S) =T5(S,) . (1.86)
Se considera un nou sistem (S*) format din vectorii sistemului (S1), vectorii

sistemului (S5) si vectorii sistemului (~S,). Sistemul (S*) este echivalent cu

sistemul (S,) deoarece a fost obtinut din acesta prin aplicarea operatiei ele-

mentare de echivalentd numarul trei:
(S~ (SH). (1.87)
Pe de altd parte, torsorul sistemului format din vectorii sistemului (§y) si
vectorii sistemului (—S,) este nul:
To[(sx)+(‘sz)]:To(s1)+To(_Sz)=To(Sl)_To(Sz)=0a (1.88)
deci, conform lemei, poate fi suprimat din (S*). Prin urmare, in sistemul (SH

ramén vectorii sistemului (S,), deci:

(8 ~(Sy). : (1.89)
Din (1.87) si (1.89), prin tranzitivitate, rezulti:
(S1)~(Sy). (1.90)

Reciproc, daci (S,) este echivalent cu (S,), atunci inseamni ci sistemele s-au
obtinut unul din altul prin aplicarea operatiilor elementare de echivalenta care,

aga cum s-a aratat, nu modifica torsorul. Rezulta ci ele au acelasi torsor.
- 1.5.6. Sisteme simple de vectori alunecitori

Avéand in vedere ci orice sistem de vectori alunecitori poate fi

transformat intr-un sistem echivalent format numai din doi vectori, s-a
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constatat ci aceste sisteme simple pot fi numai de patru tipuri. Aceste patru
tipuri de sisteme simple de vectori vor fi prezentate in continuare. Pentru a pu-
tea preciza cu care dintre ele este echivalent un sistem dat de vectori alunecé-
tori, trebuie si se precizeze, in fiecare caz, pozitia fati de zero a vectorului
rezultant, a vectorului moment rezultant si a scalarului torsorului. Cele trei

mirimi poarti numele de caracteristicile sistemului.

I. Sistemul echivalent cu zero
Acest sistem simplu este format din doi vectori alu-
necitori direct opusi (fig. 1.15). Caracteristicile acestui sis-

tem in orice pol sunt:

R=0, My=0, R - My=0. (1.91)

Sistemul este numit echivalent cu zero deoarece are toate

fig. 1.15. caracteristicile zero, iar el poate fi adiugat sau suprimat prin

operatia elementara de echivalenti numarul trei. Deoarece AR =0, nu se pune

problema axei centrale.

IL Cuplu de vectori

Acest sistem simplu este format din doi vectori situati pe suporturi

“paralele distincte, egali in modul §i de sensuri contrare. Se noteaza cu (13,-15)

(fig. 1.16). Planul determinat de supor-
turile celor doi vectori se numeste pla-

nul cuplului (P), iar distanta dintre

fig. 1.16. dreptele suport se numeste bratul cu-

plului. Deoarece jé = 0, momentul re-

zultant are aceeasi valoare in orice pol, deci este vector liber, si este denumit

momentul cuplului fiind notat wa. El se poate calcula in orice pol
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particular, de exemplu in A:
M., =M, =M, (F)+M, (F,)= ABXE #0. (192
Momentul cuplului este un vector liber, perpendicular pe planul cu
plului, sensul este obtinut folosind regula burghiului drept, iar modulul este:

M

=’MA(F, )| = b|F] .

cup

Caracteristicile unui cuplu in orice pol O sunt:

R =0, My=M,, #0, R - My=0. (1.93

Deoarece vectorul rezultant este nul, nu se pune problema axei centrale.

Prin urmare un cuplu este caracterizat numai de vectorul moment
al cuplului care este un vector liber.

Pe baza teoremei de echivalent3, se poate deduce ci dous cupluri sunt

echivalente daci au acelagi moment intrucat vectorul rezultant este nul. Un

cuplu (F.~F) cu bratul b este echivalent cu un cuplu (F*,—F") cu braul b*
daca Mcup = M:up - Aceasta inseamné cd cele doud cupluri trebuie si fie situate
in acelasi plan sau in plane paralele, trebuie si fie la fel orientate si si aibd
=

acelasi modul (IF]- b=|F"|-b") (fig. 1.17).

* Meup Observatii:

1. Dacd avem un sistem de n cupluri

. =
*\{y\ situate in plane oarecare (P;), (P,),..., (P,) si
B

avind momentele M M M
Meup

cup, cup, 2 cup,

-fﬁ, vectorul rezultant al sistemului este nul iar
F vectorul moment rezultant al sistemului este

fig. 1.17. egal cu suma momentelor cuplurilor:

R =0, My=M,, +M,, +.+ My, =3 M, . (1.94)
i=1
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Daca M, = 0, sistemul este echivalent cu zero, iar daca M, #0 sis-

temul este echivalent cu un cuplu.
2. In unele situétii,. momentul cuplului se reprezintd sub forma unei
sigeti circulare situate in planul (P) (fig. 1.18.). Sensul
ei coincide cu sensul de rotatie al cuplului, putdndu-se
fig. 1.18. deduce, cu regula burghiului drept, directia si sensul

vectorului moment. Modulul este precizat in datele problemei.

IIL. Sistemul echivalent cu un vector unic
Acest sistem simplu este format din doi vectori cu suporturile concu-

rente intr-un punct A (fig. 1.19).

£ 3 Fie sistemul (S)= {131 ,132} un astfel de sis-

tem cu suporturile vectorilor concurente in punc-

2 3 tul A. Aplicdnd operatia elementard de echivalenta
0 ? numdrul doi, se inlocuieste sistemul (S) cu sis-

fig. 1.19. temul echivalent format dintr-un singur vector

R =E +F2 #0, cu suportul trecdnd prin punctul de concurentd A. Acest

vector rezultant se mai numeste rezultanta sistemului. Vectorul moment re-
zultant in polul O se calculeaza aplicand teorema lui Varignon:

My =M, (R )= OAX R . (1.95)

Din cele de mai sus, rezultd cd sistemul este echivalent cu un vector

unic si anume rezultanta sistemului cu suportul trecdnd prin punctul de

concurenti. Caracteristicile sistemului sunt:

—

R £0,
_fi) = 1\71 (9 R ) cu cazurile: a) z/lz) = 0 dacd Oe suportului lui P]—é , | (1.96)
b) 1/2% #0 dacad Og suportului lui XZ_” s

R M, =0,
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Trinomul invariant este nul, deoarece este dat de un produs mixt con-

tindnd doi vectori identici:
R - My=F OAx R )=0. (1.97)

Deoarece & #0 si R - M, =0, se pune problema axei centrale ca loc
geometric al punctelor in care, dacd sunt luate ca pol, vectorul moment rezultant
este nul. Cum momentul rezultant este nul numai in poli apartindnd suportului

vectorului rezultant (1.96), rezulti ci axa central3 este chiar suportul lui 87-?’ .

In concluzie, sistemul este echivalent cu un vector unic % # 0 numit

rezultanta, situat pe axa centrala care coincide cu suportul acestui vector unic.

IV. Sistemul echivalent cu un vector si un cuplu
Acest sistem este format din doi vectori E si E, avand suporturile

doud drepte oarecare in spatiu (fig. 1.20.). El mai este
denumit si torsor propriu-zis sau torsor veritabil.
Pentru a-i stabili caracteristicile intr-un pol oarecare

O, se calculeazi mai intdi aceste caracteristici in po-

lul Oy situat pe suportul lui E . In acest pol, compo-

nentele torsorului sunt:

My, =M, (B)+Mo, (F,) = O,BxE, 20, (1.98)

J

R - My, =(F +F,) -OBxF,) =T, -(OBxF,)+F, (O xF,) =

(=F (O,BxF,)#0.

Vectorul rezultant % nu poate fi nul deoarece aceasta ar insemna ca

cet doi vectori si fie egali si se sens opus cu acelasi suport sau cu sunorturile
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paralele ceea ce ar contrazice ipoteza.

Vectorul moment rezultant in polul O; nu poate fi nul pentru ca ar in-
semna ca O,B sa fie coliniar cu F,, adica suportul lui E, sa se intersecteze

cu al lui F, ceea ce iardsi contrazice ipoteza. Sé aratim ca momentul rezultant

este nenul in orice alt pol O. Presupunem ci existd un pol O in care e/lz) =0.

Aplicand relatia (1.48), se obtine:
My, = My +0.0x R =00x &, (1.99)

care aratd cd e/ZlOl trebuie sa fie perpendicular pe R , fapt contrazis de (1.98)

-

care aratd cd R - My #0.

- -

Produsul scalar & -#, nu poate fi nul in polul O, deoarece aceasta ar

1
insemna ca vectorii E,, F, si O,B sa fie coplanari, ceea ce contrazice ipoteza.

Pe de alta parte, acest produs este invariant la schimbarea polului, deci va fi
nenul in orice pol.

Putem acum afirma c&, in orice pol O, caracteristicile acestui sistem sunt:

R 20, My#0, R My %0 (1.100)

Deoarece R #0 si K - M, #0 se poate pune problema axei cen-
trale in punctele cireia, atunci cdnd sunt luate drept poli, torsorul este minimal
iar vectorul moment rezultant este coliniar cu vectorul rezultant. intr-un punct

oarecare O al axei centrale, avem:

@¢0,%=ﬁmin=%=%% si AXAM. =0, (1.101)

-

Momentul minim 4, =4 este invariant la schimbarea polului si se com-

port ca momentul unui cuplu.
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In concluzie, acest sistem simplu este echivalent cu vectorul % apli

v
a

cat pe axa centrala si cu un cuplu de moment ega

-

cu momentul minim, %, situat pe axa centra

axa
o} central

1d (fig. 1.21.), adica planul acestui cuplu este nor

L& mal la axa centrald, iar vectorii V si —V ai cu

)
N
S

plului satisfac relatia

fig. 1.21. W= | A, (1.102

Oricare alt sistem simplu format din doi vectori alunecitori se poatt
transforma, prin operatii elementare de echivalents, in unul dintre cele patrt
sisteme simple prezentate mai sus. De exemplu, sistemul din fig. 1.22. forma
din doi vectori l:“] si E paraleli, de acelas
sens si de moduli diferiti, prin aplicarea ope:

ratiei de echivalentd numarul doi, se transfor-

fig. 1.22. mi intr-un sistem echivalent de vectori con:

curenti (V,,V,).
1.5.7. Reducerea sistemelor de vectori alunecitori

Prin reducerea unui sistem de vectori alunecitori (S)= {R,Fﬁ,.‘.,?n}‘

se intelege inlocuirea acestuia cu unul din cele patru sisteme simple de vector

cu care este echivalent.
* Calculand torsorul sistemului (S) intr-un pol O, TO(S)={$_§ ,JZ(O }

precum si produsul acestuia, & - M, , pot fi intdlnite urmatoarele cazuri de

reducere, in functie de valorile gisite:

L Q? =(, z/lz) =0, %—’. -g/lz) =0, caz in care sistemul (S) este echiva-
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lent cu zero. Nu se poate pune problema axei centrale.
1L 955 =0, JZ, 20, g_é c/-% = (), caz in care sistemul (S) este echi-
valent cu un cuplu cu: .
M, =AMy, (1.103)
. R # 0, e/lz)= 0 sau z/lzj #0, R -Q/Zlo =0, caz in care sistemul

(S) este echivalent cu un vector unic V =R, situat pe axa centrala care coinci-

de cu suportul acestui vector unic si este definitd conform §1.5.4. observatia 2.

Cand A= 0, cele doua drepte coliniare, axa centrald §i suportul lui

R , trec prin polul O (fig. 1.23a.), iar cand e/lz) #0 ele nu trec prin polul O

o/& (fig. 1.23b.). Asa cum rezultd din cazul
I/ . . . .oa
© J'Q trei al sistemelor simple de vectori, in
V-7 care se incadreaza sistemul acum, vecto-

rul moment rezultant este momentul vec-

torului rezultant:

My =Tx R=My(R), (1.104)

prin urmare, datoritd echivalentei, se poate extinde teorema lui Varignon la un
grad mai mare de generalitate, dupa cum se prezinta in continuare.

Momentul rezultant in polul O al unui sistem (S) de vectori aluneca-
tori care se reduce la un vector unic, este egal cu momentul calculat in polul O

g al vectorului unic cu care este echivalent siste-

m, \&| Mg mul dat, situat pe axa centrala.
V. R 20, My 0, R M, %0, caz

in care sistemul (S) este echivalent cu un vector

e} - - L.
g‘g V=R situat pe axa centrald si cu un cuplu de
[
v
v - - -
1 1 o= /5 ana Irectia axet
fig. 1.24. moment ¢ =.Af = A, avind directia axei

40



centrale (deci planul siu este normal la axa centrald), iar vectorii cuplului (v

§i —V) cu momentul

‘cup

satisfac relatia (1.102) (fig. 1.24.).

1.5.8. Reducerea sistemelor particulare de vectori

alunecatori

In cele ce urmeazi, vor fi prezentate cazurile posibile de reducere ale

unor sisteme particulare de vectori.

1.5.8.1. Reducerea sistemelor de vectori concuren ti
Fie un sistem de n vectori concurenti (fig. 1.12) pentru care a fost de-

monstratd teorema lui Varignon. Sunt posibile doui cazuri de reducere:
LR=0, M;=0, R - Mg = 0, adici sistemul este echivalent cu zero.
I R£0, M= 0 sau M 20, R Mo = 0 adicd sistemul este

echivalent cu un vector unic trecand prin punctul de concurent. Acest rezultat

se putea deduce si prin aplicarea celei de a treia operatii elementare de echi-

valenta.

1.5.8.2. Reducerea sistemelor de vectori coplanari

Se considerd un sis-

tem de vectori alunecitori

(8)={F,E,....E,} situati toti

intr-un plan (P). Fari a restran-
ge generalitatea, se alege ca

plan (P) planul xOy al unui
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reper R(O,T,j,lz) (fig. 1.25). Vectorii fiind coplanari, toate momentele sunt

orientate perpendicular pe planul xOy deci au directia axei Oz. Rezultd ca si

vectorul moment rezultant va avea aceeasi orientare. Vectorii nu pot avea
componentd dupa axa Oz. Un vector 13‘i (i = 1,2,...,n) are expresia analitica si
momentul in polul O de forma: |
E=Fi+F]J,
Mo(F) =M,k = #b|[E| -k, i=12....n. (1.105)
Torsorul sistemului este:

i=1 i=1

i=1
al7o=§Mo(E)=(§Miz}i= MK (1.106)

Deoarece R - % =0, sunt posibile doar primele trei cazuri de reducere:

L g%? =0, z/lz) =0, e%? r/l?o = (), sistemul fiind echivaient cu zero.

L. £ =0, JZ) 20, R e/lzj = (), sistemul fiind echivalent cu un cu-
plu, cu Mcup =</IZ) .

ML & 0, M= 0 sau My#0, R -My= 0, sistemul fiind
echivalent cu un vector unic cu suportul situat pe axa centrald. Are loc
teorema lui Varignon iar M / = 0. Ecuatia axei centrale este identicd cu

—

ecuatia suportului vectorului AR situat in planul xOy si avand momentul
My (R ) =My=M, K
xR~y R =M,. (1.107)

Daci vectorul moment rezultant este nul, atunci axa centrala trece prin polul O.
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1.5.8.3. Reducerea sistemelor de vectori paraleli
Se consideri o directie de versor U §i un sistem (S) = { E,... n} de

vectori paraleli cu versorul 4 si fie O un pol
(fig. 1.26.). Vectorii fiind paraleli cu versorul

U, au loc relatiile:

fig. 1.26.

in care miarimea algebrica a vectorului P, a fost

notatd cu K . Ea are semnul plus cand F, §i U au acelasi sens si semnul minus
in caz contrar.

Torsorul sistemului este:

S{H )
i=1 =1

%=§Mo(ﬁ)=§@faxﬁ)=[fiﬁ }xﬁ- (1.109)
i=1 i=l1 i=l1

Din expresiile de mai sus se observa ca vectorul rezultant este paralel
cu vectorii sistemului iar vectorul moment rezultant este perpendicular pe

acestia, ceea ce implici anularea scalarului torsorului:
%%-‘-(2?}] -HZT;E)XH]. (1.110)
1=1 i=1

Datorita faptului ca produsul scalar 7 z/lz) =0, cazurile de reducere

ale sistemelor de vectori paraleli sunt aceleasi cu cazurile de reducere ale sis-

temelor de vectori coplanari, adici primele trei cazuri:

I 91_5 =0, % =0, e@ e/fz) = 0, sistem echivalent cu zero.
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1. é’fé =0, L//Z) 0, ?ﬁ 'e/ié;) =0, sistem echivalent cu un cuplu.

0L & %0 , e/iic)% 0 sau /lz) %0, R ,ilo = (), sistem echivalent cu
un vector unic cu suportul trecnd prim polul O daca g/l?0= 0 si netrecand
prin polul O dac z/l;o £0.

Problema axei centrale se va rezolva in cazul sistemului de vectori
paraleli folosind faptul ¢& vectorul moment rezultant este momentul vecto- -

rului rezultant in cadrul cazului trei de reducere cand se aplicd teorema lui

Varignon:
ix R =M, (1.111)

unde T este vectorul de pozitie al unui punct de pe axa centrald. fnlocuind
(1.109) in (1.111) se obtine:

?x[iﬁ}]:(— ﬁ}]xﬁ, (1.112)

i=] i=1

?[_ j}xa-(_ I;Ni)xﬁ=0 (1.113)
i=] i:

[?[izznﬁ)-i:zngﬁ}xﬁw. (1.114)

Ultima relatic arati ci vectorul din paranteza patrata si versorul u

de unde:

si incé:

sunt coliniari, ceea ce se scrie:

f{ZE]— i =y, O (L119)
in care | este un parametru scalar.

Din (i.115) se obtine vectorul necunoscut 1 :
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7

A yg!
ot
Im

-t}
1]
T
+
>
=1

(1.116)

T
Rzl

in care s-a notat A = . n“
E

1

i=1

un alt scalar.

Ecuatia (1.116) este tocmai ecuatia axei centrale. Ea trece printr-un

punct notat cu C avand vectorul de pozitie:

i=n

N

F

it

o
S

L= (1.117)

—

si are directia comunad a vectorilor paraleli.
Punctul C, definit de (1.117), se numeste centrul sistemului de vec-
tori paraleli. Ecuatia vectoriala a axei centrale devine:
T=I.+Al. (1.118)
Observatie:
Ecuatia axei centrale scrisa sub forma (1.75) contine vectorul de po-

zitie %, al punctului Py al axei care este piciorul perpendicularei coboréta din

polul O pe axa centrala. in ecuatia axei centrale scrisa sub forma (1.118) apare
vectorul de pozitie al unui punct C apartinind axei, numit centrul sistemului
de vectori paraleli. Se va vedea in continuare ca acest punct are o serie de pro-
prietati utile si va juca un rol important in studierea sistemelor de vectori para-
leli. Pentru determinarea lui trebuie utilizate coordonatele punctelor de aplica-
tie ale vectorilor sistemului, pozitia punctului C pe axa centrala depinzind de
alegerea acestor puncte.

In continuare se prezinta unele proprietiti ale centrului unui sistem de
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vectori paraleli.

1. Daca intr-un sistem de vectori paraleli vectorii isi mentin punctele
de aplicatie si scalarii dar isi schimba orientarea rdiméanand paraleli intre ei
printr-o rotatie in acelasi sens cu aceIasi unghi, atunci axa centrald trece tot
timpul prin centrul sistemului de vectori paraleli.

Pentru a demonstra aceastd proprietate, se considerd o noud directie a
vectorilor dati de un versor U’ . Noua axa centrala are ecuatia:

F=f+Al", (1.119)
care arata ca punctul C riméne neschimbat.

Coordonatele punctului C fatd de un reper R(O,Y,],f() sunt:

i=n

S Svi SaF

— =l —
yc_in :ZC—

, (1.120)

[}
1=}
-

i=l i=1 i=1
in care (Xi, Yi ii) sunt coordonatele punctului A; de pe suportul lui I:‘i
(i=1,2,...,n).
2. Centrul sistemului de vectori paraleli nu se schimba daci toti vecto-
rii sistemului se amplificd in acelasi raport k.

Presupunand ca in urma amplificarii cu acelasi raport k a vectorilor

sistemului, centrul acestuia se schimba din C in C", se poate scrie:

S5 F) k[fﬁﬁ]
el = =T, (1.121)
55 6) k(ZE]
=1

i=1 \ i

ceea ce arati cad C* coincide cu C.

3. Centrul sistemului de vectori paraleli nu depinde de sistemul de re-

ferints, el fiind un element intrinsec al sistemului de vectori.
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Pentru a demonstra acest lucru, se presupune ci, fata de un nou reper

’ / I

R'(0,1, 7, kK’ ), centrul sistemului de vectori paraleli se afld intr-un alt punct

C" avand vectorul de pozitie:

i

P = (1.122)
2 E
fig. 1.27. unde . =0'C" si ©'=0'A, (fig. 1.27.). Deoarece:
i =00 +% (1.123)

vectorul de pozitie al punctului C capati forma:

IZI;F iz"(oo +THE 200 E +Zi~;’F
i=1 — —

i:C i=n . i=n i=n =00"+ IT:n » (1.124)
XE X 2F X
i=l i=1 i=1
adica:

i =00 +5i". (1.125)

Din fig. 1.27. rezulta relatia:
=% +00 +i +C°C . (1.126)
Comparand (1.125) cu (1.126), se deduce c& singura posibilitate ca cele

doud relatii sa exprime acelasi vector este ca E“E =0,acidiCsi C* si coincidi.
1.6. Aplicatii

1. Centrul unui sistem de doi vectori paraleli

Fie doi vectori paraleli E si 132 aplicati in punctele A,(X,,y,,z;) $i
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fig. 1.28.

respectiv A,(X,,Y,,2,). Vectorii pot avea acelasi sens (fig. 1.28a.) sau sen-

suri opuse (fig. 1.28b.). Centrul acestui sistem de vectori paraleli are coordo-

natele:

F +x,F F+y,F k
e R e L J nh+zb (1.127)
F +FE E+F K +F

~

< < E . . .
Daca se noteaza # =k, unde k> 0 dacd F, si F, au acelasi sens 1

A
k <0 daci acesti vectori au sensuri opuse, expresiile coordonatelor centrului
C al sistemului devin:

re s x'lil;xz e y'ﬁkkh $ e 21111;22 (1129)
Sub aceastd forma se recunosc coordonatele unui punct care imparte
segmentul A;A, in raportul k, adicd in raport invers proportional cu scalarii
vectorilor. In cazul in care k >0 punctul C se gseste intre punctele A; si A;
(fig. 1.28a.) iar in cazul in care k <0, punctul C se afld in exteriorul segmen-
tului A,A; de partea vectorului mai mare (fig. 1.28b.).
Acest rezultat se poate obtine folosind definitia vectoriala a centrului

datd de relatia (1.117) pe care o scriem in raport cu un pol O, ce coincide cu

centrul C al sistemului: -

6]”:09_5_9_.5_
F+5

~
[y
b—_
8]
O
~
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Rezulta ci:

cA=-fex (1.130)
K
de unde:
CA,=-kCA, (1.131)
si |
cA,| [E
1=I—~2—,. (1.132)
cas| IR

Relatia (1.131) arata cd vectorii CA, si CA, sunt coliniari, deci C se
afld pe dreapta determinatd de punctele A, si A, au sensuri contrare daci I:]
si Fz au acelasi sens adica C se afla in interiorul segmentului A,A; si au ace-

lasi sens'daca F, si F, au sensuri opuse adici C se afli in exteriorul segmen-

tului A;A;. Relatia (1.132) arata ci punctul C imparte segmentul A,A, in ra-

portul invers proportional cu modulii vectorilor.

2. Centrul de greutate (centrul de mas) al unui sistem de puncte
materiale

Se considera un sistem (S) de puncte materiale A, (i = 1,2...,n), avand
masele m; (i = 1,2,...,n) si vectorii de pozitie T (i = 1,2,...,n) fata de un reper

R(O,T,#,I‘(). Asupra punctelor sistemului (S) actioneazi numai fortele de

greutate G, =m;g; (i = 1,2,...,n) care formeazi un sistem de forte paralele
orientate in acelasi sens si fie U versorul directiei comune a acestor forte
avénd sensul acestora. Cu g se noteazi acceleratia gravitationald considerat

constantd. Mérimea algebrica a greutatii G, este, in aceste conditii:

G, =|G,|=mg. (1.133)



Centrul acestui sistem de vectori paraleli este:

i =0C= ,-:n _ iin ) (1.134)
56 3l
=1 -

Punctul C astfel determinat se numeste centrul de greutate al siste-

i=l

mului de forte paralele {G 1,62,...,én} . Acest sistem este echivalent cu o for-

{4 unica:

G:[ilé }n:iimig, (1.135)
i=1 i=1

numiti greutate totald a sistemului aplicata in centrul de greutate al acestuia
care este notat uneori cu G. Greutatea totald a sistemului trebuie aplicati in G
si nu intr-un punct oarecare al axei centrale pentru a modela corect realitatea
fizica si anume faptul c centrul de greutate este un punct a cirui pozitie tre-
buie s rimand nemodificati fati de punctele sistemului atunci cind acesta,
pastrandu-si configuratia, i5i modifica pozitia fata de reperul ales.

Definind masa sistemului ca fiind suma maselor punctului:
i=n
M=y m,i=12,.n, (1.136)
i=1

relatia (1.134) se mai scrie:

Siamg Smi dmi
fc — =l = =l = =1 - (1137)

imig i Simi M
i=1 i=1

Punctul C, definit de (1.137) se numeste centrul de mas al sistemului

de puncte materiale A; de mase m; (i = 1,2,...,n).
Notiunea de centru de masa este mult mai generala. Pozitia centrului

de masi nu depinde de intensitatea acceleratiei gravitationale g a globului te-
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restru, acest punct existand si in lipsa vreunui cAmp gravitational.

3. Reducerea unui sistem de forte coplanare distribuire continuu
si perpendicular pe un segment de dreapti AB

Fie un sistem de forte distribuite continuu si perpendicular de un seg-
ment de dreaptd AB = b — a considerat a face parte din axa Ox a unui reper
y . (fig. 1.29.). Se noteazi cu q(x) forta pe uni-
Mixalx)) tatea de lungime care actioneazi in punctul

qix)
de abscisi x.

0 Ala0) C 8160/ Acest tip de sisteme de forte se uti-

X lizeazi pentru modelarea actiunii unor forte
} 4

cu distributie continud cum ar fi cele dato-

fig. 1.29. c O TR .
rate actiunil apei, zapezii, vantului sau

chiar interactiunii intre doud suprafete ale unor rigide.

Sistemul de vectori paraleli este echivalent cu un vector unic R = Q

trecand prin centrul sistemului de vectori paraleli. Vectorul unic se calculeaza

folosind operatia de integrare:
b
Q=_jjq(x)dx. (1.138)

Se observa cd punctul M(x,y=q(x)) se afld pe o curbd de ecuatie

y =q(x). Pe baza semnificatiei geometrice a integralei definite, se poate con-

cluziona cd mérimea vectorului Q este tocmai mirimea ariei marginiti de

Xx=a, x=b, y=0si y=q(x):

léizjq(x)dx =A, Q=-qfj. (1.139)

Centrul sistemului de forte paralele are ordonata nula deoarece toate

punctele de aplicatie ale vectorilor sistemului se afl pe axa Ox iar
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b b
qu(x)dx j xq(x)dx
xc=_*‘,, =2 q (1.140)
© g(x)dx

deci momentul rezultant in polul O este (pentru cazul din fig. 1.29.):
b
Mg =-xdQ k= —Ej xq(x)dx . (1.141)

in cazul particular al sarcinii uniform distribuite de intensitate con-

stantd (fig. 1.30a.) qo = constant pe o distanta 1, modulul vectorului rezultant

T F este: |Q|=qol, iar centrul sis-

A

L% temului se afla la jumitatea

c cl distantei 1. Dacd sarcina este

ol
o~

distribuitd sub forma triun-

No |~
Nl'\

fig. 1.30 ghiularda avand intensitatea
maximi qo (fig. 1.30b.) pe o

. . . = 1. .
lungime 1, atunci modulul vectorului rezultant este 'Q' =4 , iar centrul siste-

2
. . 2] n . PR | .
mului este situat la 3 de varful triunghiului si la 3 de baza lui.

Se poate arita ci vectorul rezultant trece intotdeauna prin centrul de

masi al suprafetei a carei arie este modulul acestui vector.

4. Determinarea expresiei analitice a unui vector alunecitor
atunci cind se cunosc coordonatele a doui puncte de pe suport

si modulul vectorului

Fie F un vector alunecitor avand modulul ‘Fl cunoscut. Fie un reper

R(O,;,j,f() fata de carc sunt cunoscute coordonatele (X,,ya.Za) §i
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(Xg,Yg,2p) adoud puncte A si B situate pe supor-
tul vectorului F (fig. 1.31.). Se noteazi cu i ver-

sorul vectorului F, adici:

| o4

(1.142)

(=1
I

i

fig. 1.31.

Se considerd vectorul AB coliniar si de acelasi

sens cu F, prin urmare AB are tot versorul i :

I3

i= (1.143)

P——

B

>

Daca exprimidm F din relatia (1.142) in functie de u si pe i il inlo-

cuim cu expresia (1.143), se obtine:

‘Fl [F] , Bl (1.144)
Pe de alti parte avem pe baza fig. 1.31:
AB=T, ~T, =(xg —X,)i + (Y5 = ¥a)] + (25 ~ X, )k, (1.145)

expresie care, utilizati in (1.144), ne furnizeaza formula cu care se determini

expresia analitica a vectorului F :

’F‘ (XB XA)1+(YB YA)J'*'(ZB_XA)R ' (1.146)
Vg = X0)? +(Yg —ya) (25 — X, )?

5. Se consider sistemul de vectori coplanari din fig. 1.32., la care se

cunose [Fj|=2, B|=4. [F|=4, M=+3, 04 = 1,08 =2 0C =

Al 3 A ) Kl
CDh= > in care M este momentul unui cuplu. Se cere:

a) sa se calculeze torsorul in polul O, si se precizeze sistemul simplu
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echivalent si si se calculeze ecuatia axei centrale daci este cazul;
b) si se determine mirimea unui vector 134 aplicat in punctul B, pa-
ralel cu axa Ox si la fel orientat, care, addugat sistemului, sa-l
transforme intr-un sistem de vectori a cirui axa centrald sa treaca
prin punctul E(0,1);
c) si se determine un vector alunecdtor V astfel incét sistemul

(¥ ,132,}33,\7, M} si fie echivalent cu zero;

d) si se determine un vector alunecator F astfel incat sistemul

- > > = -

M. =-2.
= , a) Pentru a calcula torsorul sistemului
),
S T == = L
'; 12, 8'§ {F,,F,,F;,M} trebuic mai intdi calculate
[
'| R © iil liti ] . ial
B expresiile analitice ale vectorilor i ale mo-
\\
\

mentelor lor. Vectorul E este paralel cu

M . < <
Y. axa Ox deci nu are componentd dupd axa

Ox:

F=+g[i=2i.

Vectorul f‘2 se descompune dupd regula

/ paralelogramului:
F, =F,,i +B, ] =f|sin30°T +
+|F2|cos3o°j == -4%%4'%} =-2i+243].

Analog se procedeazi cu vectorul ?3 :

F, =lf"3|sin30°g+ ‘f“3|cos30°}=4—;—_i’+4-—‘/2—§—§= 2T+2\/—3‘j.
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Momentul vectorului F, se calculeaza folosind bratul OA al acestuia
si regula burghiului drept: S
Mo () =+OA]-[F|k =1-2k = 2k.
Se deseneazi bratul vectorului 132 care este lungimea perpendicularei
OB, coborata din O pe Suportul lui Fz . Din triunghiul dreptunghic OB,B care

are unghiul din B de 30°, rezulta:

b, =|OB,|=|OB|sin30° = z-%=1.

Momentul vectorului F, este:
Mo () = +b, [B|k =14k = 4k.
Pentru a calcula mai simplu momentul vectorului E,, se recurge la

teorema lui Varignon, pe baza careia rezulti ci momentul vectorului E este
egal cu suma momentelor componentelor sale. Bratul fiecirei componente
este foarte usor de determinat, lungimea fiecéruia fiind egali cu modulul céte
unei coordonate a punctului D: |

1\Q’Io (Fy)= I\#’Io(ifax )+ Mo(Fsy) = +’YD! sy

K=ol [By, |k =

=|cD|-[F;, E-[oc[-'fgyll?=2/5—3--212=1-2\/§12=—\/§12.

Observatii:

1. Modulii componentelor vectorilor se preiau din expresia analitici a
acestora. Nu trebuie sd se confunde mirimea algebricd a componentelor cu
modulul lor. Nu existi nici o legaturd intre semnul componentelor, care, de
fapt, nu intervine in calculul momentului, si semnul momentului acestora.

2. Momentul se poate calcula i cu ajutorul determinantului, de exem-

plu, pentru vectorul E aplicat in punctul D(— 1,—?), avem:
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k
Mo (B) =% xE =|-1 -X= 0|==3k.
' ' 0

2
2 243

)
ey

Din sistem mai face parte si un cuplu M situat in planul xOy si avénd
sens pozitiv:
M=43k.
Acum se poate calcula torsorul sistemului in polul O:
@=E+E+E =21 +43],

TO(S)={ FhFHZATWL o
My =My (F)+Mq (B + Mg (F)+M = 6k.

Deoarece R #0, M, #0 si R - My= 0, rezulta ca sistemul este
echivalent cu un vector unic situat pe axa centrala si netrecand prin pol. Ecua-

tia axei centrale este:
x-(443)-y-2=6,
sau Inca:
243x - y=3.
si este reprezentatd in fig. 1.32.

b. Vectorul F,, fiind paralel cu axa Ox si orientat spre sensul pozitiv
al ei, este de forma E =F47i’ . De asemenea, punctul de aplicatie fiind B,
momentul lui F, este MO(?4)=—2F4E. Torsorul in polul O al sistemului
{ffl,ﬁz,ﬁs,?4,M} , ale cdrui cdmponente le notdm cu @ ’ si z% , este:
R = +F,=(2+F)i +443],
My = My + Mo (Fy) = (6-2F, )K
Ecuatia a axei centrale este:

x-43-y-(2+F,)=6-2F,.
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Deoarece se cere ca ca sa treaca prin punctul E(0,1), rezultd ci aceste

coordonate trebuie sa satisfaca ecuatia axei centrale, rezultand ecuatia:
0-4y3-1-(2+F,)=6-2F,.
Necunoscuta F, are valoare 8 deci E =8i.
c. Pentru a afla vectorul V vom incepe prin a nota vectorul rezultant

si vectorul moment rezultant in polul O al sistemului {1?1,132,133,{/,h7[} cu A,

si A" . Torsorul acestui sistem trebuie si fie nul, deci avem:

—_

Q’JZZ::%?_*'V:O {I:_Q%s

M = My +Mo(V)=0 = Mo (V) =M.

Rezulta ci vectorul V este egal si de sens opus cu & si este situat

pe axa central a sistemului initial (fig. 1.32.).

d. Pentru a determina vectorul F se noteazi componentele torsorului

- - - - -

echivalent cu un cuplu de valoare MC =-2Kk trebuie ca:
Ry=R +F =0,
AP = Mo+ Mo (F)= M =2k .
De aici rezulta:
F=—F=—21-43],
Mo (F) = Mo M, =2k — 6k =8k .
Ecuatia suportului vectorului F este:
- 4\/§x +2y=-8,
sau inca:

~23x+y=—4.
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6. Se considerd un paralelipiped de dimensiuni OA =2, OC = 4 si
OH =2 supus actiunii unui sistem de solicitari S{F,,FZ,E,M} cu iEl:Z,
|F2|=2J§ , ‘F3.=6«/§ , l1\7l|=8, unde M este un cuplu situat in planul xOy
(fig. 1.33.). Cunoscénd ca OP =PA 5i BQ = QE, se cere: v

z) a) Si se calculeze torsorul
H il

sistemului in polul O, torsorul mini-

7 mal si s@ se precizeze sistemul sim-

plu cu care este echivalent. Daca este

0 y cazul, sd se calculeze ecuatia axei

o

4 e centrale.
g C b) Si se determine un cuplu

B paralel cu axa Oy care, addugat siste-

mului, si-l transforme intr-un sistem
fig. 1.33.

echivalent cu un vector unic §i s se
scrie ecuatia axei centrale.
c) Sa se determine un vector alunecitor care, addugat sistemului de la
punctul a, sa-1 transforme intr-un sistem echivalent cu zero. Aceeasi problema
pentru sistemul rezultat la punctul b.

d) Sa se determine un vector alunecitor care, adaugat sistemului de la
punctul a, si-1 transforme intr-un sistem echivalent cu un cuplu Mc =18k si
apoi cu un cuplu egal cu momentul minim Mm .

a. Pentru a determina torsorul sistemului in polul O se calculeaza mai
intdi expresiile analitice ale vectorilor si ale momentelor lor. Vectorul F] este
paralel cu axa Oy si se sens opus cu ea, deri este de forma:

Flz "25 .
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Pentru a determina expresiile analitice ale vectorilor F, si F, vom
folosi rezultatele de la aplicatia numarul patru din §1.6. Se determind coor-
donatele a doui puhcte de pe suporful fiecarui vector, rezultind: G(0,4,2),
D(2,0,2), P(1,0,0), Q(2,4 1) Expresia analiticé a vectorului Fz este:
lF I (Xp _XG)ri*“'(yD _yG)3+(ZD “ZG)E =

152 =|E
l \/(Xn‘xc)z"'(yD“YG)z'*'(ZD“ZG)Z

&

5.2 0)i +(0-4)j+(2-2)k 2‘/—5-.,2T—4]=27_4~.‘
J2=0) +(0-4)? +(2-2)? 5 Y

Analog, pentru 133 se obtine:

11+4J+1k-—6\/_2_ 1+4j+k

l ’PQI —m~ -—m—=2f+8}+2§.

Momentul in polul O al vectorilor f‘, , F, si F, sunt:

Lo . j
Mo(F)=TyxF =0 0

Cuplul M fiind situat in planul xOy, are directia axei Oz si, folosind
regula burghiului drept, atunci cind se roteste in sensul indicat de sigeata cur-

bilinie, se obtine semnul minus, burghiul drept inaintand spre sensul negativ

al axei Oz. Rezulta:

M =-8k.
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Torsorul sistemului in polul O este:

T, ()= 92 F+E +F =41 +2j+2k,
My = Mo (E)+ Mo (By) + Mo () + M =12 +2j -8k,

-

Deoarece 98 - My, =4-12+2-2+2-(-8)=36 %0, rezulta ca avem:

R 20, My#0 si R -M,#0, deci sistemul este echivalent cu un vector

si un cuplu (cazul patru de reducere).

Torsorul minimal este:

R =41+2]+2K,
mm(s) - g - . - - . -
J{m—%%’/zﬂ R = —j(4i+2j+2k)=6i+3j+3k.

Observatii:

1. Pe baza cazurilor de anulare a momentului axial si a faptului ca
cele trei componente ale momentului unui vector sunt tocmai momentele
axiale ale vectorului in raport cu axele reperului, se poate preciza, fara calcul,

daci o coordonatd a momentului unui vector este nuld. De exemplu, momen-
tul vectorului F, nu are componenta dupa axa Oy deoarece este paralel cu ea

si nu are componentd dupd axa Oz deoarece o intersecteaza. Reciproc, daca
momentul unui vector nu are componentd dupa o ax3, inseamna ca vectorul
fie intersecteaza axa, fie este paralel cu ea, fie este coliniar cu ea.

2. Momentul unui vector alunecitor se calculeazi folosind vectorul de
pozitie al unui punct oarecare de pe suportul sau, de reguld preferdndu-se,

pentru a simplifica calculele, un punct care are cat mai multe coordonate nule.

De exemplu, momentul vectorului 1_52 se poate calcula folosind punctul

G(0,4,2).

L R R T < R
Mo(E)=7,xE =0 4 2/=8i+4j-8k.
2 -4 0
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3. Un cuplu care face parte din sistem nu afecteazi vectorul rezultant
al sistemului intrucat suma vectorilor ce-1 formeazi este nul. Momentul cu-
plului se aduna insa impreuni cu momentele celorlalti vectori pentru a obtine
vectorul moment rezultant al sistemului.

Pentru a scrie ecuatia axei centrale a sistemului, se calculeazi mai

intai produsul:

S T
RXMy=|4 2 2|=-20i+56j-16k
12 2 -8

si modulul vectorului rezultant:
R|=A4 +22 +2 =24 |

Introducénd datele de mai sus in ecuatia vectoriali a axei centrale

(1.75), se obtine:

i+ yjaak == T2k,

metru scalar. Din relatia anterioara rezulti ecuatiile parametrice ale axei cen-

trale:

x:—§+47&,

24

56
=—+2A,

Y 24
z=——1£+2k,

24

de unde, egaland valorile lui A din fiecare ecuatie, se obtin ecuatiile cancnice

ale axei centrale:




care reprezintd o dreapti avand directia lui & si trecand prin punctul de

coordonate ——5—,1,——2— .
63 3

b. Pentru a raspunde la punctul b, se considerd torsorul in polul O al
unui nou sistem (S;) format din vectorii sistemului initial la care se adaugi un

cuplu M, . Componentele torsorului noului sistem sunt:

- —_

%, =R,

T,(S)={ =% _
O( ]) {Q/M)(I)='ﬂo+M]

Cuplul M, fiind paralel cu axa Oy, este de forma M, = i[Mll j=mj,
unde m este marimea algebrica a cuplului. Rezulta ca:
R, =41+2j+2K,
ToS)={"4 " " Lo
ML =12i +(2+m)j—8k.

Pentru ca sistemul (S;) si fie echivalent cu un vector unic, trebuie ca
R, - MO =0, adica:
4-12+22+m)+2-(-8)=0,
de unde:
=-18,
adici:
M=-18].
Torsorul sistemului (S,) este:
9—@ =41 +2j+2K,
M =121 -16] - 8k,
iar axa centrala are ecuatiile parametrice:

x=£-¥-4l,
24

To(sl)={

62



z=—§§+27\.,
24
2 7 11
X—= y—-— z+—
3.7 3_7"3
4 2 2

c. Notam cu R, si M:? componentele torsorului sistemului (S,)

obtinut din (S) prin addugarea unui vector F astfel incét sistemul (S,) s fie

echivalent cu zero. Avem:

To®2)= {%(; :W;?F: 1?4’ (F)=0

Mo? =My +M(F)=0.

Din conditiile de mai sus, rezulta:
F=—%f=-4i-2j-2k,
Mo (F) = — My =121 -2 +8K .

Dar, conform proprietatii numarul doi a momentului polar, trebuie sa fie inde-
plinita obligatoriu conditia F- MO(F) =0, ori, in acest caz:
F MO(F) =36# 0. Acest lucru arati ca problema propusa nu are solutie.

In cazul sistemului (S,), prin adiugarea unui vector v, sé obtine un
sistem (S;) avand componentele torsorului in polul O, R, i MO, care tre-
buie s indeplineasca conditiile:

R, =R +V =0,

T,(S,)={ 72 =Mt V=0
o) {./lto(” = MO + My (V) =0.

Analog ca in situatia anterioard, se obtine:
V=%, =-4i-2j-2k,
My (V)= — A =—127 +16] +8K .
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De aceasti data {]‘Mo ({’) =0, deci solutia problemei este vectorul
alunecator V avénd ca suport dreapta de ecuatie:

oy R MO _
UMY o CIRIXCA) Y UL Y
V2 -,y &’

care este tocmai ecuatia axei centrale a sistemului (S;). Prin urmare, vectorul
V este egal cu R, si de sens opus iar suportul siu coincide cu axa centrali a

sistemului.

Observatie:

Atunci cand se obtine, ca solutie a unei probleme, expresia analitici a
unui vector si expresia analitici a momentului su, intotdeauna trebuie sa se
verifice daci cei doi vectori sunt perpendiculari, adica daca produsul lor scalar
este nul. Dac3 aceasta conditie nu este indepliniti, problema nu are solutie.

d. Punctul d al problemei se abordeazi la fel, adici se considera un

nou sistem, notat (S,), format din vectorii sistemului (S) la care se adaugd un
vector notat V), operatie care sd conduci la situagia ca (S,) si fie echivaleni

cu un cuplu avand expresia 1\71C =18k adici si fie indeplinite conditiile:
9?7 ?+V, =0,

+
To(S i
o(5)= J(+MO(V1) M.

Rezulta cé:
Vi=-R=-41-2-2%,
Mo (V)= M - M, =18k — (121 +2 - 8K) = —121 -2 + 26k .
Cum relatia \71 '1\710(\71) =0 se verificd, rezultd ci la sistemul (S) se

adaugd un vector V, =—4i-2]j—2k avand suportul dat de ecuatia vectoriala:

—

2————-\/‘ X O(Vl) +?\.‘:}‘ .

<l=z



Ecuatiile parametrice ale suportului se obtin din relatia anterioard
scrisa sub forma analitici:

~561 +128—16k

M-41-2j-2k
2 +A(-41-2j-2k)

Xi+yj+zk =

x:~l—47», y=E—2k, z=—z~2?\..
3 3 3

Ecuatiile canonice ale suportului sunt:

Se observa ci suportul vectorului V, este paralel cu axa centrald, dar
nu coincide cu aceasta.
Pentru a determina un vector V, care adiugat sistemului initial si-1

transforme intr-un sistem (Ss) care si aiba torsorul egal cu torsorul minimal al

sistemului (S), se procedeazi ca mai nainte, numai c¢i momentul cuplului va

fi c/l(min

=61 +3]+3K . Rezulti conditiile:

Ry=R+V, =0,

TO(SS): _,(5) - - - - - N
My = Mo + Mo (V,) =61 +3])+3k.

de unde:
Vy=-R =-4i-2] -2k,
Mo(V) =M, — My =—6i+j+11k.
Si in acest caz se verifica relatia ‘\72 ‘1\710(\72) =0, deci vectorul alu-

necator V, cu suportul:



este solutia problemei. Dupa efectuarea calculelor se obtine exact ecuatia axei
centrale.

Generalizare: Pentru a obtine dintr-un sistem (S) de vectori aluneca-
tori un sistem (S;) echivalent cu un cuplu egal cu momentul minim al siste-
mului initial, se adauga sistemului (S) un-vector opus cu vectorul sdu rezultant

si avand ca suport axa centrald a sistemului (S).

66



