Capitolul ITI

CINEMATICA MISCARII RELATIVE
A PUNCTULUI $I A RIGIDULUI

3.1. Aspecte generale

privind cinematica migcirii relative a punctului

Se considerd un punct M care se migcd in raport cu un rigid (S;)
care, la rdndul s#du, este mobil in raport cu un rigid (Sy) considerat fix
(fig. 3.1). De rigidul (S;) se considerd solidar
un reper fix R(O,},E,lz) , iar de solidul (S,) se
consider# solidar un reper R"(W,i",j".k"), re-

per care se migci odati .cu solidul (S;) . Punctul

M este in migcare atit in raport cu reperul mobil
R” cét i in raport cu reperul fix R, situatie in care se spune ci punctul are o
migcare compusi.

in aceasts problema apar trei misciri ce vor fi precizate in conti-
nuare.

1. Migcarea relativa este migcarea punctului M in raport cu reperul
R” si este sesizati de un observator solidar cu acest reper. Traiectoria, vite-
za §i acceleratia punctului M in raport cu reperul R se numesc traiectorie
relativa, viteza relativa si respectiv acceleratie relativi.

2. Miscarea de transport este migcarea in raport cu reperul fix a
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punctului M atunci cand acesta ar fi legat solidar cu reperul R” in pozitia pe
care o are la acel moment, adic3 ar inceta instantaneu miscarea relativi. Se
poate spune ci, in fiecare moment, punctul M coincide cu cite un punct soli-
dar cu reperul mobil, viteza si acceleratia acestui din urmi punct fiind tocmai
viteza de transport §i acceleratia de transport.

3. Miscarea absoluta este migcarea punctului M in raport cu reperul
fix. Traiectoria, viteza §i acceleratia punctului‘M in raport cu acest reper se
numesc traiectorie absoluti, viteza absoluti i acceleratie absoluti.

Un exemplu de migscare relativa a punctului este deplasarea cirucio-
rului macaralei (considerat punct material) pe bratul acesteia in timp ce ma-
caraua se miscd. Miscarea ciruciorului in raport cu braful macaralei este
migcarea relativa, migcarea punctului apartinand bratului macaralei in care se
giseste cdruciorul la acel moment este migcarea de transport, iar miscarea
céruciorului fafd de un observator fix de pe sol este migcarea absoluta.

Un alt exemplu este miscarea, in lungul podului vitalei, a suveicii
razboiului de tesut in timp ce vitala se roteste in jurul unei axe fixate de

batiu.

3.2 Studiul problemei

de cinematica miscérii relative a punctului

Fie un punct M care se misci fati de reperul R” legat solidar de

solidul (S;) care, la rindul sdu, este in miscare fata de reperul fix R.

Se consideri cunoscute:

a. ecuatiile miscdrii relative
x"=x"(t), y =y'(t), 2" =2"(t), G.1)

care sunt coordonatele, variabile in timp, ale punctului M fata de reperul R”;
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b. ecuatiile migcé#rii de transport

Xw =Xy (1), Yw =Yw®), Zy = Zy (1),

(3.2)
Wt = \Vt (t)’ (Pt = (Pt (t)9 at = et (t)s

care sunt parametrii de pozitie ai reperului R” in raport cu reperul fix, in ca-

zul cénd solidul (S;) executd o migcare generald. Dacd miscarea lui (S,)

este una particulard, parametrii de pozitie capiti forma particulard corespun-
zatoare migcarii respective.

Folosind aceste date, se va determina traiectoria, viteza si acceleratia
absolutd a punctului.

Pe baza ecuatiilor migcirii relative (3.1), se poate determina traiecto-
ria relativa prin eliminarea parametrului t §i se poate scrie ecuatia vectoriala
a acesteia:

F=x"i"+y j +2k" (3.3)

Viteza relativi se determind prin derivarea relatiei (3.3) in care ver-
sorii i", j', k" sunt considerati constanti, operatie denumita derivare relati-
va, rezultind:

- e .o 4 d-l:”
v, =x"i"+y"j"+2"k" = (dt)f

, (CX))

-,

T . . . -
unde (dt I noteazi derivata relativa a vectorului r .

Analog, se calculeazi acceleratia relativi, adici efectudnd derivata

relativa a vectorului v, obtinandu-se
- _..p‘:’n wre ..p"ll_ d - 35
a =xi+yj+zk —a—t-(vr)r. 3.5

In ceea ce priveste migcarea de transport, ecuatiile acesteia date de
(3.2), permit determinarea vitezei de transport §i acceleratiei de transport.

Viteza de transport, V,, este viteza punctului considerat solidar cu
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solidul (S,), deci se poate folosi formula generald de calcul a vitezei unui

punct al unui rigid (2.25) scrisa sub forma:

V=V +®, XT, (3.6)

in care,
Ve =Tw =Xy 1+ Yy J+ 2w K» (3.7
@, =y k+pk +6,i,, (3.8)

Acceleratia de transport, a,, din motivul aritat mai sus, se poate

scrie pe baza formulei (2.29), sub forma:

d, =dy +EXT +®,X(D,XT), (3.9)
in care:
Et =6’:- (3.11)

Rezultatele de mai sus permit acum determinarea traiectoriei absolu-
te, vitezei absolute gi acceleratiei absolute a punctului M.
Ecuatia vectoriald a traiectoriei absolute a punctului M se obtine pe

baza fig. 3.1 din care rezulta

OM =0W + WM, (3.12)
adica
T=Fy+T , (3.13)

relatie ce reprezintd tocmai ecuatia vectoriald a traiectoriei absolute a punc-
tului M.

Din definitia vitezei unui punct, rezultad ci viteza absoluti v, a

punctului M este
v, =T. (3.14)

a

de unde, pe baza relatiei (3.13), rezulti:
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V, =Ty +1". (3.15)
Calcularea celui de-al doilea termen din relatia anterioara se face fo-
losind formulele lui Poisson:

r=x"i"+y" "+ 2K+ x"(@, xi") + y (@, % j) + 2"(@, xKk") =

o e (3.16)
=V, +@ XT .
Viteza absoluti capiti forma:
V, =Vy +V, + B XT . (3.17)
Folosind relatia (3.6) se obtine
Vo=V, +V,, (3.18)

care aratd cd viteza absolutid este suma dintre viteza relativd gi viteza de
transport a punctului.
Din definitia acceleratiei unui punct rezultd ca accelerafia absoluta

a, apunctului M este

i, =v,, (3.19)
astfel c3, pe baza relatiei (3.18), se obtine
A, =V, +V,. (3.20)

Derivata vitezei relative este

> d N 2R 2t Y g/ 97 2rg Y 2ad JENY g 4
v=—"7Xi+yj+zk)=x1i+ +zZ k' +
+x° (@, %1 +y(@, % j)+2"(@, x )k,
in care s-a tinut cont de formulele lui Poisson.
Cu relatia (3.5) si asociind derivatele x",y",2" wversorilor
i”, i*, k" din paranteze, se obtine in final
Vo=a, +®XV,. (3.22)
Derivata vitezei de transport se scrie, folosind relatia (3.6), de forma
\;/t=\;/w+6'3tx'r"+(otx?', (3.23)
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formula care, tinand cont de (3,10), (3.11) si (3.16) devine:
Vi =hy +E X+ @, X(V, + @, XT7) . (3.24)

fnlocuind (3.22) si (3.24) in (3.20), acceleratia absoluti capati forma

- -

d, =8y +EXT +® X (B XT)+3, +2(®, XV,), (3.25)
sau, folosind (3.9) si notand ultimul termen cu
a,=2(® xV,), (3.26)
rezulta
a,=a +a +a_. 3.27)

Termenul a_ se numeste acceleratie complementara sau Coriollis iar

relatia (3.27) mai este cunoscuti sub denumirea de teorema lui Coriollis.
Prin urmare, accelerafia absoluti este suma vectoriali a acceleratiei

de transport, acceleratiei relative si acceleratiei Coriollis.

3.3 Cinematica miscirii relative a rigidului

Se considera un solid (S) de care este solidar un reper R’(O, i 3',12')
§i care este in migcare fad de un solid (S;) de
care este solidar un reper R'(W,I', :i", l?) . Soli-
dul (S;) se migci la randul sdu fafi de un reper
fix R(O,1, j,k).

Se doreste determinarea traiectoriei, vite-

zei §i acceleratiei absolute a unui punct arbitrar

Fig. 3.2

M al solidului (S). Se considerd cunoscute

coordonatele x’, y’ si z' ale punctului M in raport cu reperul R’ care sunt
y s p p

constante, ecuafiile migcarii relative ale solidului (S) fata de reperul R” care
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au forma (2.5) si ecuatiile migcirii de transport care sunt (3.2).
Problema de fas se reduce la o problemad de cinematica migcérii
relative a punctului daca se determini ecuatiile miscérii relative a punctului

M date de relatiile (3.1), adici dac# se determini coordonatele x”, y”si z~

ale punctului M in raport cu reperul R”. in continuare se va pfezenta rezol-
varea acestei probleme.
In conditiile in care se cunosc ecuatiile migcirii relative, care sunt de
forma (2.5):
Xoy =Xgr (0 Yoy =Yor  Zgy =zgy(D),
V=V, (b), @ =0, (1), 6, =08.(1),

rezulti ci se pot determina cosinusurile directoare in functie de unghiurile

(3.28)

lui Euler cu relatiile (2.186) sau matricea cosinusurilor directoare cu relatia

(2.187). Se poate scrie spoi tabla de inmultire a versorilor pentru migcarea

relativa:
'i’lr 'pr ]‘én
i oy ey oy
i Op Gy O ¢2)
K |ay o3 o
Din fig. 3.2, rezulti relatia vectoriala:
I =Ty +T, (3.30)

care se scrie analitic
XU+y P+ K =X 1Tyl Tz kK + X4y 42K, (33D
de unde, inmultind scalar cu i”, j° si k” si tinind cont de (3.29), se obtin
ecuatiile migcarii relative:
» ” ’ T ’ T ’ T
y =y +x0), +yay, +2a5,, (3.32)
L4 — L4 2 T s I ’r. T
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Acum se pot aplica rezultatele din §3.2., viteza relativi fiind
Vo=xX"1"+y" ]+ K, (3.33)
iar acceleratia relativi
i =X"i"+y 7 +ik". (3.34)
Viteza absolutd se calculeaza cu (3.18) in care viteza de transport
este dati de (3.6).
Acceleratia absolutd se calculeaza cu (3.27) in care acceleratia de
transport este dati de (3.9) iar acceleratia Coriollis de (3.26).
Observatie
Viteza relativd si acceleratia relativa se pot calcula si cu formule
similare cu (2.25) si respectiv cu (2.29):

e - - Bl
Vi =Vo! +O, Xr (3.35)

- - - -7 — - -,
ay =aqg +EXT +® X (O, XT) (3.36)

3.3.1. Compunerea vitezelor in cinematica miscdrii relative
a rigidului
Se pune problema determinérii parametrilor cinematici de ordinul
intdi ai migcérii absolute intr-un pol A apartinind rigidului (S) si a determi-
ndrii vitezei absolute a unui punct arbitrar M al rigidului (S) atunci cind se
considerd cunoscuti parametrii cinematici de ordinul intai ai miscarii relative

Vo, =Vi; ©, =0, (3.37)

Vyw =V 0, =0,. (3.38)

Viteza absolutd v, a punctului M se calculeazi cu relatia

——

- - - - - 7. - - -
V=V, 4V, =V +0; XOM+v, +0, X WM (3.39)

unde s-a tinut cont de relatiile (3.6) si (3.35).
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Daci se noteazi cu V,, §i ®, parametrii cine-

matici de ordinul intdi ai migc#rii absolute in polul A,
atunci viteza absoluta a punctului M se scrie

V, =V, + 0, XAM (3.40)

Pe de alti parte, viteza absolutd a punctului A se

poate calcula cu formula:
Fig. 3.3 Van =Var +Va =V +0; XOA+V, +@, X WA (3.41)
care, inlocuiti in (3.40), conduce la:

Va=VI+V2+&1x(_)7K+6)2xWX+6)axm. (3.42)

Din fig. 3.3. se deduc relatiile vectoriale:

/. ’

OM=0A+AM si WM = WA +AM, (3.43)
care permit scrierea relatiei (3.39) sub forma
Va=\71+\72+&lxﬁ+6lxm+ézxm+&2xm. (3.44)
Egaland relatiile (3.42) cu (3.44), care reprezintd viteza absoluti a
aceluiagi punct M, se obtine
((ol+6)2)xm=6)axm, (3.45)

relatie din care rezulti ci

-

B, =0, +B, =, + (3.46)

et

(-
fn concluzie, pe baza datelor presupuse cunoscute initial (3.37) si

(3.38), s-au obtinut: viteza absolutd a polului A€ (S)

Vg =Yy +V, + B XOA +H,xWA; (3.47)
viteza unghiulara absoluta
D, =0;+0,; (3.48)

si viteza absoluti a unui punct arbitrar M€ (S):
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V, =V, +@O, XAM. (3.49)

Utilizdnd rezultatele anterioare, se vor studia patru cazuri de compu-
neri de migcéri particulare.

1. Compunerea a doud translatii

in acest caz particular, in care rigidele (S) si (S;) execut o miscare
relativa de translatie §i respectiv 0 migcare de transport de translatie, se pre-

supun cunoscuti parametrii cinematici:

Considerdnd un pol arbitrar A apartindnd solidului (S), relatiile
(3.47), (3.48) si (3.49) se scriu:

Vaa =V1H Ve, @, =0, Vv, =V, +Vy =V, (3.5

Faptul c& viteza unghiulari absoluti este nuld, arati ci migcarea ab-
soluti a rigidului (S) este o translatie in cadrul cdreia toate punctele acestuia
au, la momentul t, aceeasi viteza absolutd v, =V, +V,.

Ca exemplu se poate da migcarea ciruciorului pe podul rulant in
migcare.

2. Compunerea a doua rotatii concurente

Se considerd cé solidul (S) executd o migcare relativd de rotatie in
Jurul axei (4;) iar solidul (S;) executd o
migcare de transport de rotatie in jurul unei
axe fixe (A,) (fig. 3.4). Axa Oz’ se alege
coincizdnd cu axa (4;) iar axele Oz si

Wz" coincizand cu axa (A,). Punctul A se
alege punctul de intersectie al axelor (A,)
si (A,).

Parametrii cinematici cunoscuti sunt
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Vor =¥, =0, @, =B, #0, Vyy =V, =0,®, =d, 20 (3.52)

r
Relatiile (3.47), (3.48) si (3.49) se scriu:

—

Va, =0 XOA+B,XWA=0, &, =0, +B,, v, =B, xAM. (3.53)

Migcarea absoluti a solidului (S) este o rotatie instantanee cu viteza

unghiulara instantanee ®, =®;+®, #0 cu suportul trecdnd prin punctul
de concurenti A al axelor (A)) si (4,).

Ca exemplu se poate da migcarea rotii satelit a mecanismului dife-
rential cu roti conice care va fi prezentat in capitolul urmétor.

3. Compunerea a doud rotatii paralele, egale ca mérime §i de sensuri

opuse
Se consider3 ci solidul (S) executi o migcare de rotatie in jurul unei
| By)=z=2" axe (A,) iar solidul (S;) o miscare
&)=z de rotatie in jurul unei ﬁxe (A,), cele
doui misciri avind viteze unghiulare
s) egale in modul dar de sensuri opuse
0 =W y (fig. 3.5). Axa O’z coincide cu axa
. G Dy=0) y (A,) directia lor comun fiind para-
X

) =T 0 % lela cu axa Oz in tot timpul migcrii.

y Axele Oz, Wz’ si (A,) coincid

Parametrii cinematici cunoscuti sunt

et
Il
=]
[ 8]
Il
|
et
Py
W
n
S,
N

vo' =O, (Dr=0)1 =0), VW =V2=O

r

Relatiile (3.47), (3.48) si (3.49) se scriu

—_—

\"rAa=6)1xO'A+6)2x_W_X=(ox((7X_WK)=a)xo’o, (3.55)

0, =0

=+, =D-0=0, (3.56)

I
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Va=Va, 3.57
Deoarece @, =0, miscarea absoluti a rigidului (S) este o translatie ,
iar viteza unui punct arbitrar M este egali cu viteza absoluti a punctului A.
Ca exemplu se poate da migcarea scaunului unei roti verticale din
parcul de distractii.
4. Compunerea a doui rotatii paralele oarecare

Se considerd situatia Il ®,, ®, #—-®,, (fig. 3.6). Parametrii cine-

matici cunoscuti sunt:

2 :(Azl‘ (Ai: = B
VO’ = Vl =O, COr =(_£)l #O,
— r
w1 - - I, (3.58)
- :M/S) Vw =V, =0, 0, =0, #0.
w, | :
! . Punctul A se alege in centrul sis-
Y
temului de doi vectori paraleli ®; si ®,.
= (_5' L ‘ 7 Relatiile (3.47), (3.48) si (3.49) se scriu
Y
A - e
x " Vaa =0 XOA+®,XWA, (3.59)
0\
# Py D, =0, +@, =0, 3. 60)
x“
Fig. 3.6 Va=6')aXAM. (3.61)

Sistemul de vectori paraleli @, si ®, este echivalent cu o rezultanti unica
®, =®;+®, #0 , aplicatd in punctul A si avand directia comuni a vecto-
rilor, cu proprietatea cd momentul rezultant al sistemului :/ZZA este egal cu
momentul vectorului rezultant M A(&)) . Cum

Vaa =(1')1xﬁ+&2xﬁ:MA(€ol)+MA(a}2).—_ M,, (3.62)

relatie care aratd cd viteza absolutd a punctului A este tocmai momentul

rezultant, iar
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M, =M , @) =0 (3.63)
deoarece vectorul rezultant @ este aplicat chiar in punctul A, rezultd din
(3.62)ca

Vaa =0 (3.64)

Acest rezultat arat3 ci migcarea absoluti este o rotatie instantanee in

jurul unei axe instantanee de rotatie care are directia fixa a celor doud viteze

unghiulare §i care trece prin centrul sistemului de vectori paraleli format din
vectorii ®; §i @,.

Ca exemplu pentru o astfel de compunere de rotafii este migcarea

rotii satelit a unui mecanism diferential cu roti cilindrice, care va fi prezentat

in capitolul urmétor.

3.4. Aplicatii

1 O placa dreptunghiulari de dimensiuni AB = 2b §i BC = 2a se migci
o intr-un ghidaj rectiliniu dupa legea x = Asin(kt) (fig. 3.7). Pe latura
BC se deplaseazi un punct M dupi legea s =asin(kt) . S& se determine tra-

iectoria absolutd, viteza absoluta si acceleratia absoluti a punctului M.

" Placa dreptunghiularé executi
y
LLLLLLLLLLLLLLLLYL migcarea de transport care este o mis-
¢ . e .
o b MITs-asinfkt] care plani de translatie rectilinie osci-
w
~ X . . ”
0 A g ° latorie armonica. Reperul x"Wy”, so-
VL4 /7777777477 x
sinlkt) 2b lidar cu placa, se alege cu axele para-
L]

) lele cu ale reperului fix xOy §i cu po-
Fig. 3.7
lul W in centrul de oscilatie al migcé-

rii relative a punctului M, care este tot o migcare rectilinie oscilatorie armo-
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nica.
Parametrii de pozitie ai reperului R"(0,i", }') sunt:
Xw = Asin(kt) +2b, yy, =a.
Ecuatiile miscarii relative sunt:
x"=0, y" =asin(kt)

Traiectoria absolutd a punctului M se obtine pe baza formulei (3.13)
si este:

Xi+ y3 =[Asin(kt)+2b]17+a_j+asin(kt)3'.

Deoarece miscarea de transport este o translatie, din modul de ale-
gere a celor doua repere, rezultd ca versorii axelor reperului fix sunt identici
cu versorii axelor reperului mobil (i =i", j="). Ecuatiile parametrice ale
traiectoriei absolute vor fi de forma:

x = Assin(kt) + 2b,
y =asin(kt) +a.

Eliminand parametrul t intre cele doua relatii, se obtine ecuatia ana-
litica a traiectoriei absolute.

a a
=—x+—(A-2b),
Y= A( )

care reprezintd o dreapta.
Miscarea de transport fiind o translatie, rezulta ca EJt =0, deci, pe
baza formulei (3.6), viteza de transport este
Vo=V =Xy 1+ Yy j=Akcos(kt)i .
Viteza relativid a punctului M se calculeaza cu relatia (3.4), obtinan-
du-se
v, = i+ y'}’ = ak cos(kt) 3' =ak cos(kt)} .

Viteza absolutd a punctului M este datd de (3.18) si este
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V, =V, +7, = Akcos(kt)i +akcos(kt) j ,
cu componentele

x = Ak cos(kt),
y = ak cos(kt).

Acceleratia relativd a punctului M se calculeazi cu relatia (3.5),

rezultand:

3 =xX"1"+§"j" =—ak’sin(kt) " = —ak > sin(kt) j .

T

Acceleratia de transport, datoritd faptului ci migcare de transport
este o translatie, ceea ce conduce la (ot =0 si Et =0, are forma
3, =y =Xy i+Yy ) =—Ak’sin(kt)i.
Acceleratia Coriollis fiind nuld deoarece 6’( =0, rezulti, conform
(3.27), ca acceleratia absoluti este:
a, =4, +4, =—Ak”sin(kt)i —ak”sin(kt) j,
cu componentele:
% = —Ak? sin(kt),
§ = —ak sin(kt).

2 O placd dreptunghiulard ABCD de dimensiuni AB = a §i BC = 2a se
e roteste cu vitezi unghiulari constantdi @ in jurul laturii AD. Un
punct M se misca pe latura BC dupi legea s =asin(kt), centrul de oscilatie

P fiind mijlocul acestei laturi (fig. 3.8). S& se determine traiectoria absoluta,
viteza absolut si acceleratia absoluti a punctului M, (OA = a).

Migcarea de transport este migcarea de rotatie in jurul unei axe fixe
executati de placd. Reperul fix R(O,_i',j,lz) si reperul mobil
R'(W,;', 3’, ]?) se aleg cu planele xOy si x"Wy” coincizénd §i cu axele Oz
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22" si Wz" suprapuse, polul O fiind identic cu
) ?Z polul W. Numadrul parametrilor de pozitie se

) \ reduce la unul singur si anume la unghiul de
rotaie ¢.

Miscarea relativa a punctului M este

2a
X

s=a-sinfkt) . ege . . . .
P o migcare rectilinie oscilatorie armonica.

Reperul mobil este astfel ales incét si

contini placa ABCD in planul x"Wz" iar, la
I momentul initial t = 0, se considerd ci axele

» . . . 2 “ 0
Wx si Ox coincid. In aceste conditii, avem:

_de
de’

Fig. 3.8
o=w

de unde, prin integrare, rezulta:
o=wgt.
Tabela de inmultire a versorilor capiti forma
| i i
cos(t) sin(®t)

- O O |~

'i'lr
3' - sin((x)ot) cos(mt)
Y 0 0
Ecuatiile miscirii relative sunt
x"=a, y" =0, z"=2a+asin(kt).
Traiectoria absolutd a punctului M este
T=7,
deoarece 1y, =0, relatie care se scrie analitic
Xi+ y§+zf( =a?+(2a+asin(kt))l?.
Proiectarea pe axele reperului fix a relatiei anterioare conduce la
ecuatiile parametrice ale traiectoriei absolute:
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x =acos(®qt),
y =asin(®t),
z =2a +asin(kt).
Daca se ridicé la pétrat primele doud relatii §i se sumeaza, se obtine
x2 + y2 - a2 ,

care reprezinti ecuatia unei suprafete cilindrice, fapt care aratid ci punctul
descrie o sinusoida situati pe un cilindru.

Viteza de transport este:

'i‘p 30 klr
- - __ O O _ v
Vt-—-(x)txr = (DO _amOJ ’
a 0 2a+asin(kt)

deoarece vy, =0.

Viteza relativa a punctului M are expresia:

v, =akcos(kt)k”,

ceea ce conduce la urmétoarea relatie pentru viteza absoluta:

<!

- - - ng' 4
V=V, +V =aw, j +akcos(kt)k .

Pentru a calcula acceleratia de transport, se observd mai intéi cé ac-
celeratia unghiulara E—:'t si acceleratia polului W, ay, , sunt nule, deci formula

de calcul a acceleratiei de transport devine:

— -

ik
- - - - -
a, =0 X(®Xr)=mxv, =0 0
0

»

- _ 27w
awg, 0

Acceleratia relativd a punctului M are expresia:

a =-ak” sin(kt)k”,

iar acceleratia Coriollis se calculeazi cu formula:
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a,=2w,Xv =0,

ea fiind nuld deoarece, in acest caz, cei doi vectori sunt paraleli.
Acceleratia absoluti a punctului M devine
- - - 27 2 . g
a, =4 +a, +a,=—awgi —ak sin(kt)k”.
3 O placé semicirculard de razi R se deplaseazi cu punctele diametral

® opuse A si B pe douid drepte perpendiculare, punctul A avand viteza

vV, constanti, cunoscuti (fig. 3.9). Un punct M se deplaseazi pe semicerc cu

viteza i de modul constant. Cunoscénd c& in momentul initial, t =0, punc-
tele O, A si M coincid, s se calculeze traiectoria absoluti, viteza absoluti si
acceleratia absolutd a punctului M.,

MY Miscarea de transport, executatd de placa
semicirculard, este o migcare plan-parale-
14. Reperul mobil R'(W,_i", _j', f(') se ale-
ge cu polul W in A, care se misca rectili-

niu si uniform cu viteza VO, si cu axa

Wy de-a lungul diametrului. intre axa

Ox si axa Wx” avem unghiul ¢ (fig. 3.9).

Parametrii de pozitie sunt
Xw =2Rsing, yy =0, o=0(t).

Tabela de inmultire a versorilor se scrie pe baza relatiei (2.85) sub

forma
i ik
i | cos ¢ sing O
" |-sing cosp O
K| o 0 1
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Tindnd cont cd migcarea relativd este o migcare circulard uniforma, viteza
unghiulari este
. u
9 = (.00 = E‘ s
iar legea migcdrii relative este, conform (1.121):
u
deoarece la momentul initial t = 0, 6(0)=0, dupd cum precizeazi datele

problemei.

Folosind triunghiul dreptunghic O;AM (fig. 3.9), se obfin ecuatiile

migcdrii relative ale punctului M:
x’=Rsine=Rsin(it)
R
» u
y =R—-RcosO= R—Rcos(—li—t)
Traiectoria absolutd a punctului M se scrie vectorial:
ry e . g . u 4 u BLd
Xxi+yj=2Rsin@i +Rsm(—li—t)1 +R(1—cos(EtDJ s

de unde, folosind tabela de inmultire a versorilor, se obtin, prin proiectare pe

axele reperului fix, ecuatiile parametrice ale traiectoriei absolute

X =Rsin<p+Rcos¢sin(-§—t)+Rsin(pcos(%t),

y =Rcos<p+Rsin(psin(%t)—RCOS(pcos(%t}

Parametrul ¢ poate fi exprimat in functie de timp folosind legea
migcdrii rectilinii i uniforme a polului W
2Rsin@=vt,

de unde
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(p=arcsinVi cute 0,E .
2R Vo

Viteza relativa a punctului M este

- u T . u B4
V,=ucos{—t |1 +usin| —t | .
R R
Pentru a calcula viteza de transport este necesar sa se cunoasci vite-

za unghiulari de transport @, = (pl; = ('pl? . Ea se poate calcula in mai multe

moduri, cel mai simplu constdnd in egalarea vitezei polului W cu derivata

vectorului de pozitie:
Ty = 2RPcosQi = VOT ,
de unde:

.V
? 2Rcos@

Viteza de transport rezulti de forma
- - - —-n T . u “r . . u B4
Vi =Vyw +O X1 =vji -(pR(l—cos[Et)]l + @R sin (—Et)J .
Acum se poate calcula viteza absoluti a punctului M, obtinindu-se
- - - e u Vo u T
V, =V, +V,=vgi+fucos| —t |- 1—cos| —t |||l +
R 2cos @ R
v s
+|usin [ =t |[+—0 sin | 2t i
R 2cos® R

avand componentele corespunzitoare reperului fix
.V vV u
x=24+lu+—L |cos| —t+0 |,
2 2cos R

g =0 to0+| ut+—0 lsin| L+
y 2 EP 2cos@ R '

Acceleratia relativa are expresia:
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- w? . (u e u? u_ Y
a =——sin | —t |i +—cos| —t |j .
R R R R

Pentru a calcula acceleratia de transport, se calculeaz, mai inti, ac-

celeratia unghiulard €, = ok = (pl?

s = Vo sin2(p R = vésin;p =y
2R cos” @ 4R“cos™ @
§i se observa c ay =0 . Rezulta ca:
i, =8 X +®, X(®,x7")=[-pR(1-cos8) — ¢’R sin 0]i"+
+[®R sin0— ¢°R(1 —cosB)]]".

Acceleratia Coriollis este:
- - - . . u T . u B4
a, =20 XV =-2@usin [—R—t)l + 2(pucos(—ﬁ-t)] .

Acum se poate calcula acceleratia absoluta:

2 2. 2
- e u” . (u Vo Sin @ Vo o .. (u ]
a,=a_+a,+a_,=|——sin|—t |- - sin | —t—-¢ |-
oo { R (R ) 4Rcos3(p 4Rcos3(p R

2 2 .
~ Yot sin (Et):l_i.'+ —ll—cos(-gt\ vosm(p cos(—t (P]
Rcosg R R R ) 4R cos” [0) 4Rcos [0}

Vou u td
+ cos| —t (]
Rcos® R

ale carei proiectii pe axe sunt
u2 . [u Vo . (u vé . {u
a, =——ﬁ—sm(it+(p)— Rcosq)sm (i—t+¢)—m51n [Et)’
u2 u Vou u V(2) u
a, =?cos(ﬁt+(p)+ Rcosq)cos [Et+(p)—m[l—cos (Et)]
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