CAPITOLUL 11

CENTRUL DE MASA

2.1. Centrul de masa al unui solid rigid

in aplicatia numarul doi din capitolul I, s-a definit si calculat centrul
de masa al unui sistem de puncte materiale. Pentru solidul rigid, care este un
sistem continuu, adicd un mediu material care umple complet un domeniu D
din spatiu, notiunile se extind printr-un proces de trecere la limita.

Fie un solid rigid (S) si un reper R'(O’,7,,k’) solidar cu acesta
L2 (fig.2.1.). Facand o diviziune disjunctd pentru

masa, se poate scrie:
M=) Am,, (2.1)

in care Am,; sunt masele elementelor acelei divi-

ziuni iar M este masa rigidului. Prin trecere la

limita, masa rigidului se explica, folosind defini-

tia integralei, prin:

M= j dm, 2.2)
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care este o integrald Stiljes-Lebesque.
Corpurile materiale pot fi clasificate, dupa forma lor, in volume mate-

riale (fig. 2.1.), suprafete materiale (fig. 2.2.) si curbe materiale (fig.2.3).

fig. 2.2. : fig. 2.3.
In fiecare punct al corpului se poate defini o masa specifici numita gi

densitate de masd, presupusi a fi functie continua de punct. Notind elemen-
tul de volum cu dV, elementul de arie cu dA si elementul de curbi cu ds,
atunci, intr-un punct P al corpului, putem defini densitatea de masa in cazul
unui volum material, in cazul unei suprafete materiale sau in cazul unei curbe

materia’: ca fiind data respectiv de:

pv(m— o Pa(®) = 5i py(P )—@ T

Masa corpului material este acum:

[ov®av,

V)

M= j dm=1 [p,(P)dA, 2.4)
m (A) .

[ps(Pyas,

()

in care integralele sunt de volum, de suprafata i respectiv pe curba, dupi cum
corpul este un volum material, o suprafatd materiala sau o curba materiala.

In general, in activitatea curentd inginereascd, se lucreazi cu corpuri
omogene la care densitatea este aceeasi in toate punctele corpului. in acest

caz, din (2.4) rezulti respectiv:

M=p}-V,M=p A M=p! L, (2.5)
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din care se poate deduce si unitatea de misur pentru cele trei tipuri de densi-

k k k
Py [—%J P [——% } P [—g} (2.6)
m m m
Definitie:

Se numeste centru de masi al unui solid rigid punctul G definit prin

tate:

vectorul de pozitie O'G =, dat de:

J.'r"dm J'?'dm

= (Mf)d = (M)M @.7)
m
(M)

in care 1’ este vectorul de pozitie al unui punct curent P in raport cu

care se face integrarea.

Aceastd definitie este o consecinti fireasca a extinderii prin trecere la
limita a relaiei (1.115).

in cazul volumelor materiale, suprafetelor material $] curbelor mate-

riale relatia (2.7) capiti formele:

[ou@av
(\2)

b

M
[Fam | [pa(Pia
=V =& _— 2.8)
[ps(yas
@

M

-/

Pentru un corp care se misci la suprafata solului, se consideri ci cen-

trul de masa coincide cu centrul de greutate al solidului, adicd cu punctul de

aplicatie al greutitii G :
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In cazul corpurilor omogene, tinand cont de faptul ca densitate este

constanti si de relatiile (2.5), centrul de masa G are vectorul de pozitie dat de:
[rav [Faa [Fas

7 =W 7 =8 ) 2.9)

b 9

v A% L
Pentru a exemplifica modul de obtinere a relatiilor (2.9), vom consi-
dera cazul unui volum material:
[Fam [Fp%av o} [Fav [Fav
‘ré _ (m) — (m) —__(m) L)) (2.10)

M pvV pvV v
Coordonatele centrului de masi la corpurile omogene de tip volum
materiala sunt:
[xav [yav j ZdV

; ’ v ’ \4
XG:W)V ,yG=<>V ’ZG=()V (2.11)

Coordonatele centrului de mas la corpurile omogene de tip suprafatd

material sunt; »
j x'dA j ydA J’ ZdA

r (A ' (A) r_(A)
= . = y 2~ = 2 12
¢ A 76T T4 ST A (2.12)

Coordonatele centrului de masi la corpurile omogene de tip curba

materiala sunt:

jx'ds Jy'ds jz’ds
, ’ ’ (L
X = <L>L LY, = (L)L , 7 =4 >L (2.13)

2.2. Proprietiti ale centrului de masa

Existd doud proprietdti importante ale centrului de masi care se pot

utiliza pentru determinarea mai rapidd a pozitiei acestuia.
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1. Dacé un solid rigid are un plan de simetrie materiald, o axa de si-
metrie materiala sau un centru de simetrie materiald, atunci centrul de masi G
al corpului se afla in planul de simetrie, pe axa de simetrie sau in centrul se si-
metrie.

Prin simetrie materiald se intelege simetria din punct de vedere geo-
metric i din punct de vedere al repartitiei maselor adicd densititii egale in
punctele simetrice.

Fie P si P’ punctele simetrice fatd de un plan de simetrie. Alegand

acest plan drept plan de coordonate O'x’y”, avem:

P(xy",7);, P'(xX,y',~2); p(P) = p(P"), (2.14)
deci:
Jz’dm jpdV
’ (M) V)
Zn = = =0, 2.15
G M M (2.15)

fiindca suma integrala este nula si astfel este demonstrata proprietatea.

Analog se demonstreaza ci dacid Oz’ este o axd de simetrie, x5 =0
si y; =0, deoarece si in acest caz particulele simetrice fata de axa, P si P,
au coordonatele P(x’,y’,z) si P'(-x’,—y’,Z) si p(P)=p(P") ceea ce anuleazi
sumele integrale care intervin la calculul coordonatelor xj si yg -

in cazul centrului de simetrie O’, vectorii de pozitie ai punctelor P si
P’ sunt OP =7, OP’ =—7 iar p(P)=p(P") . Din relatia (2.7) rezulti ©;, =0,
deci punctele G si O’ coincid.

2. Daca un solid rigid de masa M se descompune in n portiuni de

masi M; fiecare avand centrul de masd G; determinat, in raport cu reperul
R'(O',1, k") prin vectorul de pozitie i, , atunci vectorul de pozitie al cen-

trului de masi G al solidului se determina cu relatia:
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=4l (i=12,..n), (2.16)
M;
i=1
iar coordonatele sale sunt: ‘
i=n i=n i=n
ZM,‘X,G* Z,MQ'IGi ZMiZ,Gi
Xp = 1=}=n , Y6 = i=i1 , Zg = "=i‘=n (i=12,..n), 2.17)

M, zM O™,
i=1 i=1 i

=1

in care sumele sunt intelese in sens algebric, adicd masele care se scot primesc
semnul minus.
Demonstratia acestei proprietiti se bazeaza pe proprietatea de aditivi-

tate a integralei, putdndu-se scrie:

J.F'dm J'F'dm+ J-?'dm+...+ Jf'dm

7= (M)M _ My . ™y o My 2.18)
Pe de alta parte, avem:
j?’dm |
%= % (i=12...n), ‘ 2.19)
de unde:
[Fam=M7 =12..0). (2.20)

(M;)
inlocuind (2.20) in (2.18) se obtine:
M, +ME + A M T
M, +M, +..+ M,

ndd

, (2.21)

ceea ce demonstreaza proprietatea.

in cazul corpurilor omogene de tip volum material, suprafati materia-

! materiald, avem respectiv:

S

sau curb
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M; =pyVi, M, =p3A; si M, =p’L. (i=12,..n). (2.22)

Folosind relatiile anterioare in (2.16), se simplifica densitatea si rezul-

ta ca, pentru corpuri omogene, se obtin urmatoarele formule de calcul pentru
vectorul de pozitie a centrului de mas si pentru coordonatele sale:

— pentru volume materiale omogene:

i=n 1=n i=n i=n
A N AN A
G st —y = g o)
v, 2V 2V 2V
=1 i=1 i=1 i=1
— pentru suprafele materiale:
i=n i=n 1:=n i=n
ZféiAi X’G,Ai ZYIG,AI' ZZ&iAi
G g — - oy
A, YA, YA A
“isl i=1 i=1 i=1
— pentru curbe materiale:
i=n i=n i=n i=n
Zf(,siLi ZX’G L, Z)’/Gi L; Z:&,Li
B ety o=t = )

yL, S, L, L,

i=l i=1 i=l i=]
in care sumele sunt intelese in sens algebric, adici zonele care se scot capata

semnul minus.
2.3. Momente statice

Momentele statice se noteaza cu S si sunt marimi fizice ce se definesc
cu ajutorul integralelor care intervin in calculul centrului de masd. Existd ast-
fel urmatoarele tipuri de momente statice:

a. momente siatice planare care se definesc in raport cu planele de
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coordonate y'O'z’ notat (Py), 'Oz’ notat (P,) si X'O’y" notat (Ps) astfel:

Sp, = jx'dm =Mxg,
(M)

= j y'dm =My}, (2.26)
™) ’ :

Sp, = J.zdm Mz ;
™M)

b. moment static polar care se defineste in raport cu polul O”:

-

Sor= [ Fdm =M. 2.27)

M)

2.4. Determinarea pozitiei centrului de masa

la unele corpuri omogene simple

a. Curbe materiale

1. Bara rectilinie omogeni

Centrul de masa G al acestui tip de corp coincide cu centrul de sime-

trie situat la mijlocul barei (fig. 2.4.).
- e R Pix,yl
RV [2] : ds= Rdo
C=G6 0 ( G 7

~
fig. 2.4. fig. 2.5.

_.t\

Vs
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2. Bara omogeni in forma de arc de cerc

—

Se considerd o bara sub forma unui arc de cerc AB care are raza R

iar unghiul AOB=20.. Distanta de la centrul O al cercului la centrul de masa
G, masurata pe axa de simetrie, este:

Rsina
o

0G=

cu o inradiani. (2.28)

Alegand axa de simetrie ca axa O'x’, rezultd y; =0 iar xg trebuie

_ jx'ds
x; =0'G =<—”FS— : S (229

L)

calculat cu formula:

Fie P un punct pe arcul de cerc. Din triunghiul dreptunghic O’PP’
(fig. 2.5.) rezulta:

’ x’=Rc¢os0, y=Rsin8, (2.30)
iar lungimea arcului de cerc elementar ds se obtine ca produsul dintre raza
cercului §i unghiul la centru d® corespunzator:

ds=Rd6. (231

Cu aceste relatii avem:

o

[¢]
chosB-RdG R%sin®l

X, =0G==2— S Rsina. (2.32)
o
[rae Ref,
-0
In cazul particular al unui semicerc o =g si se obtine:
Xg = 2R : (2.33)
T

75



b. Suprafete materiale plane omogene

1. Placa dreptunghiulari omogena
Centrul de masa al unei placi dreptunghiulare se afld la intersectia

diagonalelor sau la jumatate din lungimea laturilor (fig. 2.6.).
Cix.xz/
z 25

=

3

7
B\ 13"
[ Alguxs 2,/ Blxgypz,)
a a

fig. 2.6. fig. 2.7.

2. Placa triunghiulari omogeni

In cazul unui triunghi, centrul de masa G se afla la intersectia media-

nelor sau la % de bazi si % de varf (fig. 2.7.).

Daci se cunosc coordonatele varfurilor, atunci coordonatele centrului

de masi se determind ca medie aritmeticd a coordonatelor véarfurilor:

L _XatXatRe L _YatYhtve [ _Zatdhtz
XG_——-—-—B———, G__——3—__’ ZG—————E——. (234)

3. Placa omogena sub forma de arc de cerc

Fie un sector de cerc de razi R care are unghiul la centru AOB =20,
cu o in radiani. Alegind Originea O’ 1n centrul cercului §i axa de simetrie ca
axa O'x” (fig. 2.8), rezultd y;; =0 iar x; de forma:

j y'dA

x,=0G=3 (2.35)
[dA

v
(AY
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Elementul de arie dA este apro-
Ximat cu un dreptunghi de laturi dr si
ds=rd8, iar coordonatele punctului cu-

rent P sunt x'=rcos® si y' =rsin®

(fig.2.8.). In aceste conditii se poate scrie:

fig. 2.8.
R a & R

2 . o
, ”rcosedrrde E!‘r dr J;cosede 3, sinf’_ 5
Xg = T =R ’ (2.36)

JJarae [racfao  Tfge
s 20,
deci:

X, =0'G =§RS‘“°‘ cu o in radiani. 2.37)

A . o e o . A T
In cazul particular al placii in forma de semicerc cand o, = > avem:

Xg=0G="-. (2.38)

¢. Volume materiale omogene
1. Paralelipipedul omogen
Fie un paralelipiped omogen de laturi a, b si c. Centrul de mas3 se afld

la jumatatea lungimii laturilor (fig. 2.9.).

2. Cilindrul circular drept omogen

Fie un cilindru omogen circular drept de razi K si inaitime H. Centrui
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de masa se afld pe axa de simetrie la jumatatea inaltimii (fig. 2.10.).

(SN IGREIP SR G H

NJO

N
Nix

Nio I\
0

fig. 2.9. fig. 2.10.

3. Conul omogen circular drept

Fie un con omogen circular drept de raza R si de indltime H. Centrul

2 de masa se afld pe axa de simetrie la dis-
v H
tanta — fata de bazi (fig. 2.11.). Alegénd
av 4
H |a2 = PL= _ ca axi de simetrie axa Oz’, atunci se poate
,f..-\ \H 2 scrie:
- "\\ 4 ,
g e [zav
R 25 =0G= (2.39)
x! J.dV

fig. 2.11. .
Ca volum elementar dV este consi-

derat un trunchi de con rezultat prin intersectia conului cu doud plane paralele
cu baza acestuia situate la indltimea z’ si z’+dz’, adicé intre ele este distanta
dz’. Acest trunchi de con se aproximeaza cu un cilindru circular drept de raza
r si indltime dz’, deci volumul sdu va fi:

dV =nr’dz’. (2.40)
Din aseminarea triunghiurilor VPQ si VO'A (fig. 2.11.), rezulta:

r=—g—(H—Z'). (2.41)

Acum se poate calcula zi. cu integrale simple:
p G g p
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5 R? }; 4
Jrz’-n-—z(H—L')2d7 j7 - -2H2 + 2 )d HY
oo H 3 _12_H \
z = =122 o0
G H R2 H H 4 .
j =5 (H-7)d7 j (H2-2HZ +2%)dd  —
0 H 0 3
Observatie:

In cazul conului circular care nu este arept sau al piramidei, centrul

de masd se gaseste intr-un plan paralel cu baza si situat la o distanta fatd de

varf egala cu QE din inaltimea corpului si, prim urmare, o distanta fati de bazs

D S .
egald cu — din iniltimea acestuia.

4. Segmentul sferic omogen
Fie o sferd omogend de razi R si un reper cu polul O’ ales in centrul
sferei. Se considera segmentul sferic obtinut prin intersectia ei cu dous plane

paralele cu planul x'O’y” si situate la cotele z’'=H, si respectiv 7 =H,

(fig.2.12.). Deoarece O'Z" este axi

Z
é ' de simetrie a segmentului sferic, re-
-

hé zulta:
""” (LTI A 2 H2 . ’ ’

oLt Hy . Xg=0,y5=0, (243)

y
dar
j Zdv
(2.44)

zg :FV—.

fig. 2.12.
Se considera un volum elementar format dintr-un segment sferic obti-

nut prin intersectia cu sfera a dou plane paralele cu planul x’O’y’ si situate la
distanta dz’. Acest segment sferic se aproximeazi cu un cilindru avand raza r

si indltimea dz’, prin urmare se poate scrie (fig. 2.12.):
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dV =nr’dz’ =m(R? —-z)dz’ . (2.45)
Cu aceste relatii, calculul pozitiei centrului de masa se face cu inte-

grale simple:

H, H,
.{ Zn(R? -z%)d7’ J.[Rz ~7°1dz’ Rz H)-H Hj- H4
=2 P
[n(R? —2%)dz f®2 =27z RA(H, =H) -3
H, H
de unde: C
3 2 2
4. =3 +H,)[2R” - (H; +H )] (2.47)

4[3R? - (H} +HH, +H)] .
Relatia de mai sus se poate particulariza pentru calota sferica la care
H,=H si H, =R . In cazul emisferei H, =0 si H, =R, rezulta:

7 =-3§R . (2.48)

2.5. Teoremele lui Guldin-Pappus

Se considera un arc de curbd omogen AB de lungime L situat in pla-
nul xOy si fie G centrul siu de masa (fig. 2.13).
B , Teorema I Aria suprafetei descrisd de
\ un arc de curba pland care se roteste in jurul

~ unei axe pe care nu o intersecteazi este egald

cu lungimea arcului de curba fnmultitd cu lun-

gimea circumferintei descrise in rotatie de cen-

v
\
\i / trul de greutate al arcului de curba:
/
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Teorema este adevirata i daca punctele A si B sau numai unul dintre
ele se afla pe axa de rotatie, curba AB fiind situatd in intregime de aceeasi
parte a axei (fig. 2.13.). ’

7 Fie Ox axa de rotatie si P un punct pe curbd de coordonate (x,y). Ele-
mentul de arie dA generat prin rotirea arcului ds este aria laterald a unui cilin-

dru de razd y si indltime ds. Rezuita:

A= J'dA: jz-n-y-ds,:znjyds:anyg, (2.50)
TSI L)
deoarece
J-yds
= 2.51
Yo L ( )

ceea ce demonstreaza teorema.
Fie o suprafata pland omogena de arie A situati in planul xOy si fie G
centrul siu de masa (fig. 2.14.).
dy Teorema II. Volumul corpului de rotatie
y descris de o suprafati pland care se roteste in ju-

rul unei axe exterioare ei sau care se giseste pe o

portiune de frontiera a ei, este egala cu aria A a

xY

fig. 2.14. suprafetei considerate inmultitd cu lungimea cir-
cumferintei descrise de centrul de greutate al ari-

ei, presupusad omogena:
V=A2my, (2.52)

Prin rotirea ariei A in jurul axei Ox se obtine un corp de revolutie cu

volumul V= jdV. Elementul de volum dv generat prin rotirea ariei
V)

dA =dxdy in jurul axei Ox rezultd din diferenta volumelor generate de doi

cilindri de tndltime dx si de raze y si respectiv y+dy (fig. 2.14.). Rezulta:
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dv = m(y +dy)’dx — wy>dx = 2nydxdy + ndy’dx . (2.53)

Neglijand ultimul termen, se obfine:

V= jdv= jznydA=2njydA=2n-A-yG, (2.54)
Q)] (A) (A)
deoarece
fydA ,
- )
Yo =7 (2.55)
Observatie:

Teoremele riméan valabile §i atunci cind rotirea se fac cu un unghi

oarecare ¢ exprimat in radiani:

A=L-¢y;, V=A-0-y;. (2.56)

2.6. Centrul de masai al corpurilor omogene
cilindrice si prismatice drepte

cu sectiune transversala oarecare

Fie.un poligon sau o curba plana inchisa si o dreaptd (A) perpendicu-
lard pe planul poligonului sau al curbei. Dreapta (A) va desérie o suprafata ri-
glata prin deplasarea pe conturul poligonului sau curbei. Un corp cilindric sau
prismatic drept se obtine sectionind suprafata rezultati cu doud plane paralele
si perpendiculare pe dreapta (A).

Fie un astfel de corp omogen de inaltime H (fig. 2.15.). Considerdm
un reper astfel incét planul x'Oy” s fie plan de simetrie. Rezultd ca centrul
de masa al corpului se afla in acest plan, deci zg =0.

Se considera volumul elementar dV format dintr-un paralelipiped cu
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baza dA si de inaltime H (fig. 2.15.). Vec-

dv=Haa torul de pozitie T; se calculeazi cu relatia:

[rav  [iHaa  [vaa
fé:(vj'dv :(AdeA =(AjdA 2D
v W )

Tinind cont cd Ge x'Oy’, rezulti ci:

jy'dA > .
, Y =& — (2.58)

ceea ce aratd ca centrul de masa al corpului coincide cu centrul de masa al

ariei sectiunii transversale,
Centrul de masa al corpurilor omogene cilindrice §i prismatice drepte
cu sectiune transversald oarecare coincide cu centrul de masi al sectiunii

transversale mediane considerati ca placé pland omogena..

2.7. Centrul de masa

al sistemelor de solide rigide

Fie un sistem arbitrar de solide rigide S; (i = 1,2,...,n) avand fiecare
masa M; (i = 1,2,...,n) si centrul de masi G; (i = 1,2,...,n) determinat in raport

cu un pol O prin vectorul de pozitie §; (i = 1,2,...,n). Masa totala a sistemu-

lui, notata cu M, este suma maselor corpurilor:
M= ZMi . (2.59)
i=1

Centrul de masa al sistemului, notat cu G, are pozitia determinatd de

vectorul de pozitie 1; dat de:
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==l ) (2.60)

2.8. Aplicatii

1. Sa se determine pozitia centrului de masa din figura 2.16, format

(1)

G
- 0= 30°
i
602\( i
:
4R 62 !
(2] :'
!
:
o' y'

13)

fig. 2.16.

corpul nu are simetrii.

din bare omogene.

Pentru rezolvarea unei probleme
de determinare a pozitiei centrului de mas,
se parcurg in ordine céteva etape.

1) Mai intii se observa dacid cor-
pul nu are simetrii. De obicei, daca corpul
are o axa de simetrie, una din axele reperu-
lui in raport cu care se va calcula pozitia
centrului de mas va coincide cu axa de si-
metrie iar daca are un plan de simetrie,
unul din planele de coordonate va coincide

cu planul de simetrie. in cazul de fati,

2) Etapa a doua consti in alegerea pozitiei unui reper cartezian

R(O',7,7,K’) atasat de corp ales acum asa cum se poate vedea in fig. 2.16.
)

3) Etapa a treia consta in impartirea corpului in zone simple al caror

centru de masi se poate calcula cu usurintd, marcandu-se pe desen pozitia

aproximativa a centrului de masa al fiecérei zone. In cazul de fata corpul are

trei zone simple:

a) zona formata dintr-o bara sub forma de arc de cerc avand unghiul



la centru de 300° [S?R radiani) situatd in planul y’O’z si centrul

de masi G, aflat pe bisectoarea unghiului la centru.

b) zona a doua formata dintr-o bara de lungime 4R coliniari cu axa
0’7’ si avand centrui de masi G, la jumitatea lungimii.

¢) zona a treia formati dintr-o bard semicircular3 situati in planul
x'0Z avénd centrul de masa Gs situat pe bisectoarea unghiului
la centru.

4) Se calculeaza, in etapa a patra, coordonatele centrului de masi al

fiecdrei zone simple.

Pentru zona unu, se poate calcula segmentul 0,G; cu formula (2.28)

o ST
in care o= ? rad.

Coordonata x; =0 deoarece zona este situati in planul y'O’z’. Coordonata

’
Yg, este:

3R\/-( 33

yG =R +0,G, cosE=R+~. X2 -
6 Sme 2 10m

Coordonata z;; este:

—4R+OG,qm———4R+£..]_= 4+_3_ '
6 St 2 107

. e 5 .. . . . -
Lungimea barei este 3 din circumferinta unui cerc de razi R:



Pentru zona a doua x'G2 =0 si y'Gl =0 deoarece G, se afla pe axa
0’ . Coordonata zg, este:
Z'G2 =2R,
iar lungimea L, = 4R.
Zona a treia fiind situata in planul x'0'Z’, care yg, =0 iar celelalte

doud coordonate sunt:

Lungimea barei semicirculare de raz 2R este:
L,=2nR.
5) in ultima etapa se calculeaza coordonatele centrului de masa G al
corpului cu formulele (2.25):
, 2R 27R _ I2n

§3—’5R+4R+2nR lr+12

‘R=0,81R;

R 2N
tom ] 30 10m+343

Y6 = =
MR +4R +2nR  211m+12)

R=0,39R;

R=138R.

3
4+i -—SER+2R-4R—£F:-211;R
, 107 3 T 40m+3
5

—3§R+4R+2nR 211 +12)

Se observi ci centrul de masd nu este neapdrat un punct apartinind

corpului.

Rezultatele de mai sus se scriu adesea sintetic intr-un tabel de forma:
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NT. et Xg, Y, zg, L xo,Li | vo Li | 2z Li
10m+3V3 | 40m+3 5n 10m+343 5[ 40m+3
1'@ 0 W13 Y| tox * TR 0 i ’
2. 2
0 0 2R ' 4R 0 0 8R
3 2R| 0 SR R | a2 0 —8R?
A\ , - 4nR
Z _ _ _ 1]7‘t3+12R ATR> 101\:-!6-3\/5Rz 401;+3R2

Coordonatele centrului de masa se calculeazi acum foarte simplu fa-

cand raportul casutelor de pe ultimul rand:

i=n

x5 L.
, 2_1: ST 42 12n
T T T T2, tmen
i=1 3
2 , 10n+3J§R
g =2 6 101t+3«/_
G= i=n -
L Hm+12 o 2(111c+12)
i=1 3
40m+3
, & 5 40m+3
%= lm “11n+12 = '
L 2y 211 +12)

i=]

2. Se considera placa pland omogena din fig. 2.17. Se cere si se deter-
mine lungimea segmentelor a si b astfel incat si fie verificate simultan condi-
tiile: ’

a) centrul de greutate al plicii sa fie punctul O;

b) aria dreptunghiului care se scoate sa fie maxima.
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Placa are o axa de simetrie verticald care se alege ca axd Oy’ a siste-

y' mului de coordonate. Polul O’ se alege in

/ punctul O, iar axa O’x” rezulti ca in figura.

| 2 . Suprafata plécii este. impartita cu trei zone sim-

5] © ple: zona unu triungiliul, zona doi discul semi-

/] A circular gi zona trei dreptunghiul care se scoa-

R _ gz 0-017 x te. Deoarece axa Oy’ este axd de simetrie,
’ © centrul de masa G al placii se afld pe aceastad

bt b ax3, deci avem xg =0. Trebuie acum calcula-

fig. 2.17. ti ordonata centrului de maséi a ﬁecéréi zone si

aria fiecdrei zone. Pentru zona unu, care este un triunghi, avem:

, R .
¥, =? siA; =aR.

Zona a doua este o placd semicirculara si avem:

Zona a treia este un dreptunghi de laturi 2b si VR>=b? i, prin ur-
mare, rezulta:

RZ_bZ

> si A; =—2byR*-b’.

’ —
Yo, =~

Aria A; are semnul minus pentru cé ea se scoate §i va intra in formula

(2.24) cu acest semn, rezultind:

- 2 5212
A 2R+ _ARNRRY FVRT-DY ) o e
, &Yoo 3 3n ) 2 2
Y6 =53 = 2 ’
Y A, R+ bR b
Fey ]

i=1 “
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adici:
, aR?-2R3 +3bR? -3b’

sz R2 .
3(aR+n2 —2bJR2—b2]

Pentru ca centrul de masa si fie in O trebuie impusa conditia Yo =0, care

revine la:
aR?~2R*+3bR?-3b* =0,
care este o ecuatie algebricd cu doud necunoscute: a si b.
Pentru a obtine inci o ecuatie, se calculeazi extremul ariei dreptun-
ghiului derivand formula de calcul a lui As in raport cu b si apoi egaland cu

zero derivata. Fie deci functia:
A, =f(b)=2bVR2 b2 .
Derivata ei este:
2(R? -2b?%)
VR?-b?

deci radécina derivatei intdi este un punct de maxim al functiei f(b) deci al

£'(b) =

ariei As, aga cum rezultd din monotonia functiei f(b) sau din calculul derivatei

a doua.

Inlocuind b= Rﬁ

in prima ecuatie, rezulta cealaltd necunoscuti:

a=R(3-342 ).
4
Mairimea maxima a ariei extrase este:
2
L R e R
max 2 2



Corpul are un plan de simetrie care coincide, asa cum se vede in

2a b o

2a r:f---?,}-.

ot~

fig.2.18, cu planul y'O’z’. Existi trei zone sim-
ple. Zona intdia este formatd dintr-un semicilin-
dru de razi a si inaltime 2a, zona a doua este
formata dintr-un cilindru de raza a si indlfime 2a

iar zona a treia este formati dintr-o emisfera de
yl

[,
=

x G
o ’
Q&

fig. 2.18.

raza 2a. Zona intiia face parte din categoria cor-
purilor cilindrice §i prismatice drepte avand sec-
tiunea transversald un semicerc. Centrul de mas3

este la jumatatea inaltimii semicilindrului si co-

incide cu centrul de masa al semicercului median.

ol Ye G, v Yo Vi | %V
1 —;’—; 3a na® -5-;—4— 3ma’
2 0 a 2ma’ 0 2ma’
3 0 ER 16’3‘33 0 ~4ma’
s ~ B 25‘;&13 _i;li na’

Coordonata xj;, a centrului de masi este nuld deoarece y'O'z" este

plan de simetrie al corpului, deci centrul de masa se afla in acest plan, rezul-

A

tand:

Cor
Xg =0

Celelalte doui coordonate sunt:
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