CAPITOLUL III

STATICA

Statica studiaza echilibrul corpurilor si echilibrul sistemelor de corpuri.

3.1. Statica punctului material

3.1.1. Statica punctului material liber

Se cunoaste ci un punct material este un punct geometric dotat cu ma-
si. Un punct material este liber atunci cand poate ocupa orice pozitie in spa-
tiu, iar el se gdseste numai sub actiunea unor forte date, pozitia lui depinzand

de aceste forte.

Un punct material liber supus actiunii unor forte avand rezultanta R

este in echilibru fata de un reper inertial daca viteza sa in raport cu acel reper

a

este zero in orice moment, adicd in cazul in care coordonatele sale sunt

constante.

Din definitia anterioard rezultd v=0, de unde a :ccll_v =0. Folosind
t



acest rezultat in legea a doua a lui Newton ma =F ,rezulti cd F=0 ceea ce

reprezintd conditia necesari de echilibru.

Pe de alta parte, plecand de la conditia F=0, rezults =0 adica,
prin integrare, V=V, unde V, este o vitezi constanti care, daca este nul,
punctul este in repaus iar daci nu, punctul este in miscare rectilinie si uni-
forma. .

Conditia necesara si suficient ca un punct material liber aflat initial

in repaus si riméni in repaus sub actiunea unui sistem de forte date este ca

— =0
rezultanta & = ZF,- a acestui sistem s3 fie nula:

i=]

R=\0. G.1)
Prin proiectarea ecuatiei vectoriale (3.1) pe axele unui reper, se obtin

trei ecuatii scalare de echilibru:
R =SE 0. 7,-55, <05 A =38 0. (2
1=1 i=1 i=1

in cazul unui sistem de forte coplanare situate, de exemplu, in planul

xQy, se pot scrie numai doui ecuatii scalare de echilibru:
R,=DF =0si R,=YF =0. (3.3)
i=1 i=1

Problema se spune ci este static determinati daca numirul de ecuatii
coincide cu numérul de necunoscute. in cazul cand numarul necunoscutelor
depaseste numarul ecuatiilor, atunci problema se spune ci este static nedeter-
minati, iar acest gen de probleme nu fac obiectul acestei lucrari. Dac# siste-
mul de ecuatii scalare este nedeterminat sau imposibil, atunci punctul material
poate raméne in repaus intr-o infinitate de pozitii sau, respectiv, nu are o pozi-
tie de repaus. A

Necunoscutele sistemului de ecuatii de echilibru pot fi eiemente care



determina pozitia de echilibru (coordonate, distante, unghiuri) sau, dacd se
cunoaste pozitia de echilibru, fortele ce actioneazi asupra punctului pentru a-1

mentine in pozitia de echilibru data.
3.1.2. Statica punctului material supus la legituri

Un punct material este supus la legaturi daca pozitia sa nu este deter-
minati exclusiv de fortele date care actioneaza asupra sa ci si de anumite obli-
gatii geometrice ca, de exemplu, de a rimane pe o curba sau pe o suprafatd
indiferent de mirimea fortelor ce actioneaza asupra punctului.

Pentru a putea scrie ecuatii de echilibru atunci

N cand punctul este supus la legaturi, este necesard o noud

lG".-'ma’ g axiomd. Acest lucru este evidentiat de urmatorul exem-

a. b plusimplu. Presupunem cé un punct material de masd m

fig. 3.1. este in repaus pe un plan orizontal (fig. 3.1.a), prin urma-

re asupra lui actioneazi o singura fortd datd si anume greutatea sa, ‘care este
nenuli. Acest fapt este in contradictie cu conditiile de repaus ale unui punct
material liber unde se preciza ci rezultanta fortelor care actioneazd asupra
punctului trebuie si fie egald cu zero. Prin urmare, principiile mecanicii, asa
cum au fost enuntate de Newton, se aplica doar punctului material liber, ceea
ce conduce la concluzia ci, pentru punctul material supus la legturi, este ne-
cesard 0 noud axioma care si permiti reducerea problemei la o problema echi-
valentd cu cea a unui punct material liber. Daca in exemplul dat ne imagindm

ci indepartim planul, atunci, pentru a mentine punctul in repaus, trebuie s

actionam asupra lui cu o fortd notatd N egali si de sens opus cu G
(fig.3.1.b). Din punct de vedere mecanic cele doud situatii sunt echivalente,

iar forta introdusa N o numim forta de legiituri sau reactiune. Presupunand

ci procedeul se poate generaliza pentru toate tipurile de legaturi la care poate
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fi supus punctul material, se poate enunta axioma legaturilor: orice legiturd

geometric se poate inlocui cu o fortd denumita forta de legéaturi sau reactiune,
necunoscutd, notatd in general cu R, iar punctul material eliberat de legatura

si actionat de fortele date F si de reactiune R este echivalent din punct de
vedere mecanic cu punctul material supus la legaturi.

Conditia necesara si suficientd pentru ca un punct material aflat initial

in repaus i actionat de o forta rezultanta ?é =F+R siramani in repaus sub
actiunea acesteia este ca rezultanta si fie nula:
F+R=0, (3.4)
unde F este rezultanta fortelor date iar R este reactiunea legaturilor.
Legdturile pot fi ideale, cand se neglijeaza frecarile si reale, cand se
tine cont de freciri.
Practic, un punct material poate fi supus la doua tipuri de legéturi:
a. Legétura prin fir (fig. 3 .2.a) sau tija (fig. 3.2.b). Firul se inlocuieste
cu reactiunea T orientata in lungul firului spre

punctul de ancorare si are modulul necunoscut

]

7.’

-

(fig. 3.2.a). Tija se inlocuieste cu o reactiune S
a b numitd efe~t ~~. tensiune in tijd orientatd in lun-
fig.3.2. .gul ei, avand sensul arbitrar ales si modulul ne-
cunoscut (fig. 3.2.b). Sensul tensiunii in tija nu poate fi precizat dinainte, de-
oarece tija, fiind rigida, poate prelua atit forte de intindere cét si forte de
compresiune, spre deosebire de fir care, pentru a exista legdtura, poate fi
numai intins. Dupa rezolvarea- sistemului de ecuatii scalare de echilibru
provenit din (3.4) prin proiectarea pe axele unui reper, daca tensiunea din tija
rezultd cu semnul plus, atunci sensul presupus este corect iar, in caz contrar,

sensul real este opus celui presupus initial in mod arbitrar.

Aceastia legatura este considerata ideala.
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b. Legatura numita reazem, care inseamna ca punctul este in echilibru
sprijinindu-se pe o cur-
ba (fig. 3.3.a) sau pe o
suprafata (fig. 3.3.b).

Reazemul se inlocuieste

—

cu o reactiune R care

fig. 3.3. se descompune in doud

componente. In cazul
rezemdrii pe o curba, reactiunea R are o componentd T orientatd dupa tan-

genta la curbd si o componentd N numita normala situata in planul normal la
curbi (fig. 3.3.a). Daca ecuatiile curbei sunt:

f(x,y,z) = 0 si g(x,y,2) =0, (3.5
adica curba este datd ca intersectie a doud suprafete, reactiunea N este in
planul determinat de normalele la cele doud suprafete care este i normal la

curbd i are ecuatia:
N=Agradf +pgradg. (3.6)
Aceastd componenta are modulul necunoscut.
Componenta tangentiald T se numeste fortd de frecare, este notatd
adesea IEf , are sensul opus tendintei de alunecare a punctului si modululé
|ﬂ = ]E[ < p.‘ﬁl , 3.7)
relatie determinata experimental in care 1 se numeste coeficient de frecare la

alunecare. Daca l"-fl = u‘ﬁ; echilibrul se numeste la limita, caz in care T=F

poate fi calculatd in raport cu N. Daca lT! < }L’I:I , adica echilibrul nu este la

limita, forta de frecare este necunoscuta.

In cazul rezemarii pe o suprafaji, reactiunea R are o componentda N
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orientatd dupd normala la suprafat si de modul necunoscut si o components
T afiatd in planul tangent la suprafati (fig. 3.3.b). Daci suprafata are ecuatia:

f(x,y,z) = 0, (3.8)
atunci

N =Agradf . (3.9)
Ca si in cazul rezemdrii pe o curbd, componenta tangentiala T se numeste
forta de frecare E , are sensul opus tendintei de alunecare si modulul:
[TI:'E[S;:{NL (3.10)
Daci echilibrul este la limita lf’fl = plﬁj iar daca IEI < ”Jﬁl echilibrul nu este
la limita si forta de frecare este necunoscut.

Legatura numita reazem poate fi reald (cu frecare) sau ideali (cand se
neglijeaza frecirile). Reazemul ideal se inlocuieste numai cu reactiunea nor-
mali, foita de frecare fiind considerati nuli.

Numirul de ecuatii scalare rezultate prin proiectarea pe axele de '
coordonate a relatiei vectoriale (3.4) este de doud in cazul unei probleme

~ plane si de trei in cazul unei probleme spatiale. in cazul reazemului ideal de

tip curbd pland, necunoscutele sunt modulul reactiunii normale si lungimea

—

arcului de curbd S=MyM care determind pozitia punctului. Daci reazemul

este ideal de tip curba spatiald necunoscutele sunt modulele celor doud com-
ponente ale reactiunii normale situate in planul normal la curba si arcul s de
curbé care determina pozitia punctului. Daca reazemul este ideal de tip supra-
fatd necunoscutele sunt modulul reactiunii normale si doi parametri ce deter-
mind pozitia punctului pe suprafata.

in cazul legaturilor reale, daca echilibrul este la limita, problema are

accleasi necunoscute ca in cazul legaturilor ideale. Daca echilibrul nu este la

o . . . I= |
limitd, apare o necunoscuta in plus si anume modulul fortei de frecare |Ffl .
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Observatii:

1. Céand ecuatia unei suprafete este (3.8), atunci:
of - of - of -

gradf:a—xi-*’—é;/-]f_a_zk, (310)
iar relatia (3.4) furnizeaza urmétoarele ecuatii scalare:
T YA L PR YL (.11)
o Y ey U ez

necunoscutele fiind ]N} si cele trei coordonate z, y, z ale punctului, cele patru

ecuatii scalare (3.8) si (3.11) fiind, in general, suficiente pentru a le determina.
In cazul unei curbe de ecuatii (3.5), reactiunea normald este daté de

(3.6), care, inlocuiti in (3.4), furnizeazi urmitoarele ecuatii scalare:

of og of og of dg
F +A—+u—=2=0,F, +A—+pu—==0,F +A—+up—=0, 3.12
x ax+”ax v 8y+uay 2 azﬂlaz (3-12)

necunoscutele fiind marimile scalare ale celor doud componente ale reactiunii

normale si cele trei coordonate x, y, z ale punctului. Cele cinci necunoscute se
pot determina rezolvand sistemul de cinci ecuatii scalare de (3.5) si (3.12). in
ambele situatii sistemele de ecuatii scalare pot fi, uneori, nedeterminate sau
imposibile, ceea ce arati c3 punctul are o infinitate de pozitii de echilibru sau,

respectiv, ca nu este posibild o asemenea pozitie.

2. Sensul reactiunii normale N se poate determina practic, in unele
situatii, ca fiind identic cu sensul in care se desface legatura: la legdtura prin
fir sensul comprimarii firului sau catre punctul de ancorare iar la reazem sen-
sul In care punctul poate si se desprinda de acesta. |

3. Pentru a gasi, daca se cer, conditiile in care punctul se desface de
legdtura, se impune in sistemul de ecuatii de echilibru conditia de anulare a
expresiei de calcul a reactiunii normale.

4. S-a constatat experimental ci factorii cei mai importanti, care de-

termind marimea coeficientului de frecare de alunecare W, sunt rugozitatea

suprafetelor in contact si materialul din care sunt confectionate.
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3.2. Statica rigidului

3.2.1. Statica rigidului liber

Un rigid este liber daca poate ocupa orice pozitie in spatiu, pozitie ca-
re depinde de sistemul de forte care actioneaza asupra lui.

Conditia necesara si suficientd ca un rigid liber care se gisea initial in
repaus si ramana in echilibru dupa aplicarea unui sistem de solicitiri, este ca
sistemul s aiba torsorul nul, adica si fie satisfacute ecuatiile de echilibru:

R=0  M=0. (3.13)

Conditia este necesard, deoarece, in caz ci nu este indeplinitd, siste-
mul se reduce fie la un vector unic, fie la un cuplu, fie la un torsor minimal
care, dupd cum aratd experienta, imprima migcari corpului. Conditia este sufi-
cienta pentru c3, dacé este indeplinitd, sistemul este echivalent cu zero si rigi-
dul continud s rdmana in repaus.

Proiectdnd pe axele unui reper ecuatiile vectoriale (3.13), va rezulta

urmdtorul sistem de sase ecuatii scalare de echilibru:

#.=SF =0, A,-3'F =0, %,-SF, =0,
i=] i=1 i=1

My =3 Mo ()=0,M, =3 Mo (E)=0,M, =3 My, (F)=0,(.14)
i=1 i=l]

i=1

Sistemul poate avea maxim sase necunoscute scalare care pot fi para-
metri de pozitie sau componente ale fortelor. Daci sistemul de ecuatii contine
mai mult de sase necunoscute, problema este static nedeterminati si nu face
obiectul preocupdrilor din aceastd lucrare. Existd situafii particulare cand

pozitia de repaus este nedeterminati sau imposibila.
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3.2.2. Statica rigidului supus la legituri

Daci rigidul este supus la legturi, atunci, ca si in cazul punctului ma-
terial, conform axiomei legaturilor, acestea se Tnlocuiesc cu reactiuni, proble-
ma reducandu-se astfel la o problema echivalent3 a unui solid rigid liber.

Legiturile la care poate fi supus un rigid sunt in numir de patru: lega-

tura prin fir sau tija, reazemul simplu, articulatia §i incastrarea. Aceste legituri -

se inlocuiesc cu un torsor al reactiunilor, notat {ﬁ,MO }, astfel ca, daca torso-
rul fortelor date este { R , M, }, atunci ecuatiile de echilibru se scriu:

R +R=0, My +My=0. (3.15)
Acest sistem de ecuatii vectoriale se proiecteaza pe axele unui reper si
furnizeaza sase ecuatii scalare:

R, +R, =0, M, +M, =0,
Ry+R, =0, Mo +M, =0, - (3.16)
%Z—I—RZ =0, (/”07. +M02 :0,

In’cazul unui sistem de forte coplanare situate, de exemplu, in planul

xOy, numarul de ecuatii scalare se reduce la trei:
R,+R, =0, R +R, =0, &,+R,=0. (3.17)

Necunoscutele pot fi elemente din torsorul reactiunilor, elemente care
determina pozitia de echilibru sau forte care actioneaz asupra rigidului si ca-
re trebuie sd-1 mentind intr-o pozitie data de echilibru.

Problema de staticd poate fi determinat atunci cand numérul de ecua-
tii este egal cu numarul de necunoscute sau nedeterminati atunci cdnd numa-
rul de necunoscute depaseste numiarul de ecuatii. in unele situatii se poate ca

pozitia de echilibru sa fie imposibila.
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in continuare vor fi prezentate cele patru tipuri de legituri la care

poate fi supus un solid rigid.

1. Reazemul simplu.
a) Reazemul simplu ideal. v
Se considera un solid rigid (S) cu supra-

fata (Z) si un solid (S*) cu suprafata (Z). Le-

(s}
(L)
‘/V
/ >1A/\\ / gétura dintre (S) si (S*) se numeste reazem sim-
U/z‘/
(s}

plu dacé cele doud suprafete (X) si (X*) au in

comun un punct A in care ele au §i acelasi plan

fig. 3.4. tangent (fig. 3.4). In cazul legiturii ideale,
torsorul reactiunii legaturii in punctul A este:
T, =% =N, (3.18)
M, =0.

Reactiunea N se numeste reactiune normala si este perpendiculara pe planul
tangent comun, adica are directia normalei comune in punctul A a celor dous
suprafete in contact, sensul este acela al desfiintarii legaturii iar modulul este

necunoscut (fig. 3.5.a). In multe situatii, in punctul A una din suprafete nu

p Ny
/ L Y ‘
£ /
a b, c
fig. 3.5.

admite plan tangent (punctul A este punct singular in care nu este definiti
normala). In astfel de cazuri directia reactiunii este normali la planul tangent

dus in punctul A la suprafata care admite un plan tangent adica este coliniara

101



cu normala la suprafata care admite normala (fig. 3.5.b si fig. 3.5.c).

b) Reazemul simplu real.

in cazul legaturii reale, contactul dintre cele doud suprafete nu se mai
poate modela ca un contact punctual, ci trebuie luat in considerare faptul cd
cele doui suprafete se deformeazi, in zona de reazem apirand o suprafatd de
contact. ip fiecare punct al acestei suprafete apare o fortd de reactiune de ma-
rime si directie necunoscuti. Apare deci un sistem de forte de reactiune distri-

buit continuu, care se reduc in polul A la un torsor avand componentele
{§,1\7I  } necunoscute (fig. 3.6). Considerand cd asupra rigidului (S) actio-

neaza si un sistem de forte date al ca-

rui torsor in punctul A are componen-
tele { R , M, }, atunci, din conditiile
de echilibru, rezulta:

R +R =0,

M, +M, =0. (3.19)

Se descompun acesti vectori

dupi o directie normala in A la supra-
fata teoretica in contact si dupa o directie situata in planul tangent la suprafata

teoreticd in contact (fig. 3.6), obtindndu-se relatiile:

—

%N+ﬁ=0, "'/IZ‘J+MP

R +T=0, M +M,=0. (3.20)

0,

Componenta &, tinde si deplaseze corpul in directia normala la supra-
fata teoretica in contact, acestei tendinte opunandu-se reactiunea normala N.

Componenta @r tinde sa deplaseze corpul in planul tangent la supra-
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fata teoretica in contact, deplasare care se numeste alunecare, si este impiedi-

catd de reactiunea T numiti forti de frecare la alunecare.

Cuplul de moment A are tendinta de a roti corpul in jurul normalei
la suprafata teoreticd in contact, miscare care se numeste pivotare, si este

impiedicati de cuplul de moment 1\711, numit cuplul de frecare de pivotare.

Cuplul de moment .//Z} are tendinta de a roti corpul in jurul unei axe
din planul tangent la suprafata teoreticd in contact, miscare care se numeste
rostogolire, si este impiedicata de cuplul de moment M, numit cuplu de fre-
care de rostogolire.

Din cele de mai sus rezulti ca, in reazemul simplu real, apar trei tipuri
de frecare calitativ diferite: frecare la alunecare, frecare de pivotare si frecare

de rostogolire. Pe baza unor studii experimentale s-a demonstrat ci atat fortele

de frecare cat si momentele cuplurilor de frecare au valori maxime pe care nu
le pot depasi. Astfel, modulul fortei de frecare de alunecare T, fortd care se
opune tendintei de alunecare, indeplineste conditia:
|T|s u’ﬁ], . (3.21)
unde [ este’coeficientul adimensional de frecare de alunecare si depinde de
rugozitatea suprafetelor in contact si de materialul din care sunt executate
aceste suprafete. |
Modulul momentului cuplului de frecare de rostogolire, cuplu care se
opune tendintei de rostogolire, indeplineste conditia:
v, | < SN (3.22)
unde s se numeste coeficient de frecare la rostogolire si are dimensiune de

lungime. Modulul momentului cuplului de frecare de pivotare, cuplu care se

opune tendintei de pivotare, indeplineste conditia:
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jMP| SV‘ﬁ : (3.23)

in care v este denumit coeficientul de frecare de pivotare si are tot dimensiu-
ne de lungime, formula de calcul a acestuia depinzand de forma pivotului. De
exemplu, pentru axul pivot din fig. 3.7.a, care se sprijind pe o coroand
) circulara de raze r si R, se poate
demonstra ca v se calculeazd cu

formula:

v=—u—-—2————;5, (3.29)

in care W este coeficientul de

frecare de alunecare. Daca r = 0,
fig. 3.7. adica suprafata de sprijin a axu-
[ui vertical este un cerc de razi R (fig. 3.7.b), atunci formula de calcul a lui v

devine:
2 .
V=2hR. (3.25)

Inegalitatile (3.21), (3.22) si (3.23) devin egalititi in cazul echilibrului
la limitd, cdnd, daci se cunosc coeficientii [L, s §i V, singura necunoscutd

raméane lﬁi . in caz contrar, cand echilibrul nu este la limit3, T

s ‘Mpl $i 'Mr

sunt necunoscute ale problemei care satisfac cele trei inegalitati.
Pentru a exemplifica frecarea de rostogolire,

y - .
I se considerd exemplul rotii trase. O roatd de vehicul

de razi R si greutate repartizatd G este actionata de

b 4 -
w forta de tractiune F ce actioneazd in centrul ei
T N

" (fig.3.8). Cunoscind coeficientul de frecare de alune-
r
fig. 3.8. care | si cel de frecare de rostogolire s, sd se determi-
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ne marimea forfei F pentru care roata rimane in echilibru.

Ecuatiile de echilibru sunt:
ox: [F|-[i]=o,
Oyﬁkﬂzm
Mo: —[TIR + |1\71| =0 ' (3.26)
<l

i,

< slﬁ’
Rezulta doud inegalitati, si anume:
{F| < p{G] ) (3.27)
care exp_rimé conditia ca roata ca nu alunece i:
S =
I sE[c*.{, (3.27)
care exprimé conditia ca roata si nu se rostogoleascd. Conditia de echilibru

constd in faptul ca IF‘ sa indeplineasca ambele conditii simultan, adica sa fie

. n C R N Y R P
mai mic decat cea mai mica valoare a expresiilor E\Gl si uIGI .

2. Articulatia.

a. Articulatia ideala.
intre un solid (S) si un solid (S*) existd o articulatie daca un punct O

al solidului (S) este fixat si coincide cu un punct O* al solidului (S*). in

functie de procedeul folosit pentru fixare, existd doua tipuri de articulatii: arti-
culatia sferica (fig. 3.9) si articulatie cilindrica (fig. 3.10). Articulatia sferica

este formatd dintr-un locas sferic prins de rigidul (S) si o sfera, prinsd de
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rigidul (S%), care se poate roti in locasul sferic. Ariiculatia cilindrica, numiti
si lagar de alunecare, este formata dintr-un ax fixat de rigidul S si un cilindru,

fixat de rigidul (S"), care se poate roti in jurul axului.

y
[ -
Ry
-3
20
X X
fS,
fig. 3.9. fig. 3.10. fig. 3.11.

Articulatia cilindricd nu poate impiedica deplasarea axului in lungul
cilindrului, de aceea ea se foloseste cand sistemul de forte care actioneaza
asupra solidului se gdseste intr-un plan normal la axa articulatiei cilindrice
(planul xOy in fig. 3.10) san Trr-eembinéﬁe cu alte tipuri de legaturi care s nu

permitd deplasarea axului fatd de cilindru.

Torsorul reactiunilor in polul O, care coincide cu polul O, este for-

v

mat dintr-o reactiune unicd R , necunoscutd, care se descompune dupd trei
axe de directie arbitrard dar reciproc perpendiculare in cazul articulatiei sferi-
ce (fig. 3.9.) si dupi doua axe de directie arbitrara dar reciproc perpendiculare
si normale la axa articulatiei in cazul articulatiei cilindrice (fig. 3.10). Compo-
nentele reactiunii dupa cele trei si respectiv doud axe sunt forte necunoscute
ale sistemului de ecuatii de echilibru si sensul lor este ales arbitrar. Deci, in

cazul articulatiei sferice avem:

O={5=RQ+RJ+RJ, (3.29)
MO = 0’
iar in cazul articulatiei cilindrice: 3
R=R_i+R ]
T, =<2 x y 3.30
° {Mo =0, ( :



Prin urmare, in sistemul de ecuatii de echilibru, articulatia sferici in-
troduce trei marimi necunoscute: R,, Ry si R,, iar articulatia cilindrica doua:
R, si Ry. Daca, in urma rezolvarii sistemului, vreuna dintre ele rezulti negati-
vé, inseamna c4, in realitate, sensul ei este opus celui presupus initial.

Observatie:

fn cazul cénd fortele care actioneaza asupra solidului rigid sunt copla-
nare, atunci reprezentarea grafici a articulatiei cilindrice se face ca in
fig.3.11., problema fiind o problema de echilibru in plan.

b. Articulatia reala.

Uneori nu se pot neglija fortele de frecare care iau nastere in articula-
tii. De exemplu, in articulaia cilindric, ia nastere un moment de frecare Mf
care se opune tendintei de rotatie a axului in cilindru si a cirui mérime satisfa-

ce inegalitatea:

]Mflsu’-r]ﬂ, (3.31)
in care r este raza axului, R este reactiunea legaturii cu lﬁ' = 1/Ri +R§ , iar

W este numit coeficient de frecare in lagir si se poate determina experimental

sau se poate calcula cu relatia [11]:

=L (3.32)

unde W este coeficientul de frecare de alunecare, s este coeficientul de frecare
de rostogolire iar r este raza axului articulatiei cilindrice.

Relatia (3.31) este de egalitate in cazul echilibrului la limiti. Daca
echilibrul nu este la limita, atunci momentul de frecare in articulatie este ne-

cunoscut §i se adaugd celorlalte necunoscute din sistemul de ecuatii de echi-

libru.

O relatie similara cu (3.31) se poate scrie si pentru articulatie sferica
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cu precizarea ci acum R are trei componente, r este raza sferei iar p’ este

coeficientul de frecare in articulatie si se determind experimental.

3. Legitura prin fir sau tija

Acest tip de legiturd a fost intélnit si la punctul material. Firul este
considerat ideal, adica inextensibil, perfect flexibil si de greutate neglijabila.

Tija este o bara rigida de greutate neglijabild, prevazuta la fiecare
capit cu céte o articulatie ideala.

Torsorul reactiunii lega-

s s turii prin fir (fig. 3.12)
7 o 7 5 in polul O este format
(] P dintr-o forta unica T, de
modul necunoscut, nu-

fig. 3.12. fig. 3.13.

mita tensiune in fir, diri-
jatd in lungul firului cu sensul spre punctul de ancorare (dacd se taie firul, ea
trebuie sa mentind corpul in pozitia de echilibru) si avand punctul de aplicatie
in locul in care firul este prins de corp:

TO={%=_T_

. 3.33
M. =0 (3.33)

Torsorul reactiunii legaturii prin tija (fig. 3.13.) in polul O este format
dintr-o fortd unica T, de modul necunoscut, numita efort in tija, dirijata in
lungul tijei avand sensul ales arbitrar iar punctul de aplicatie in articulatie cu

care este prinsd de corp:

(3.34)

Firul si tija introduc in sistemul de ecuatii scalare de echilibru o sin-

gura necunoscuti gi anume marimea reactiunii

T}, In cazul tijei, daca, in urma
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rezolvarii sistemului de ecuatii de echilibru, semnul reactiunii rezultd negativ,
atunci sensul real al acesteia este opus celui presupus initial.

Observatie:

Faptul ci articulatia de la capatul tijei nu se inlocuieste cu componen-
tele reactiunii agsa cum am vazut cé se procedeazi in cazul articulatiei, se dato-
reaza situafiei speciale din acest caz in care tija si reactiunea articulatiei sunt

coliniare, adica reactiunca articulatiei are directie cunoscuta.

4. Incastrarea

Un solid (S) este legat prin incastrare de un solid (S*) (este incastrat

in solidul (S*)) atunci cand este fixat rigid de acesta, adica practic (S) si (S*)
fac impreund un corp comun, neputdndu-se modifica in vreun fel pozitia
rs) rigidului (S) fata de a rigidului (S*) (fig. 3.14). Da-

& cd unul dintre corpuri este in echilibru, atunci auto-

mat si celalalt va fi in echilibru.
(s Zona de contact dintre cele doud corpuri
fig. 3.14. este o suprafafd oarecare, care contine punctul teo-
retic de contact O (fig. 3.14).
Atunci cénd solidul (S) este supus actiunii unui sistem spatial de forte

oarecare f?, (1= 1,2,...,n) incastrarea se numegte spatiala iar torsorul reactiunii
legaturii in polul O este format dintr-o reactiune rezultanta ‘Ia{ si un moment
rezultant 1\7[0 , ambele necunoscute, care sunt proiectate pe axele unui reper
cartezian ales, de exemplu, cu polul in O si avand axele de directii arbitrare
(fig. 3.15):

_JR=R,i+R j+R.k

Ty = B - 3.35
0 {MO=Mxi+Myj+Mzk (333)
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Daca solidul este supus actiunii unui sistem de forte coplanare F

fig. 3.15. fig. 3.16.
(i=1,2,...,n), atunci incastrarea se numeste plana, iar torsorul reactiunii lega-

turii in polul O este format dintr-o reactiune rezultantd R situatd in planul
fortelor si un cuplu Mi perpendicular pe planul fortelor, ambele necunoscute,

care se proiecteazi pe axele unui reper cartezian ales, de exemplu, cu polul in

O si cu axele de directii arbitrare (fig. 3.16):

—{15 =R,i+R,j, (3.36)

°7 M, =M.

In concluzie, incastrarea spatiald introduce in sistemul de ecuatii de
echilibru sase necunoscute scalare Ry, Ry, R,, My, M, M,, sensul proiectiilor
componentelor torsorului fiind ales arbitrar, iar incastrarea pland trei necunos-
cute scalare R, R,, M;, sensul proiectiilor componentelor torsorului fiind, si
aici, ales arbitrar. Necunoscutele care rezultid cu semnul minus in urma rezol-
virii sistemului de ecuatii de echilibru au, in realitate, sens opus decét cel pre-
supus initial.

Observatie:

Numirul de necunoscute care apar ca urmare a legaturii prin incastra-
re este egal cu numirul de ecuatii scalare de echilibru, atét in cazul spatial éét
si in cazul plan, ceea ce conduce la imposibilitatea de a mai putea avea in sis-

tem si alte necunoscute in afara de cele introduse de incastrare.
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3.3. Statica sistemelor

Prin sistem se intelege un ansamblu de corpuri care interactioneaza.
Corpurile vor fi modelate ca puncte materiale si/sau solide rigide.

Un sistem este in echilibru daci fiecare cofp din sistem este in echilibru.

Corpurile unui sistem sunt supuse la doud categorii de forte: forte ex-
terioare sistemului care cuprind fortele date si fortele datorate interactiunii cu
alte corpuri care nu apartin sistemului si forte interioare care apar ca urmare a
interactiunii dintre corpurile sistemului.

Presupunem cé@ un sistem aflat in echilibru este constitui din M;
(i=12,...,n) puncte materiale si (S;) (j=12,...,m) solide rigide. Daci solidul
(S;) actioneazi asupra punctului M; cu o fortd E(Sj) , punctul M; va actiona
asupra rigidului (S;) cu o fortd ﬁj(Mi) si, conform principiului actiunii si
reactiunii, vom avea:

E(S;)+FM,)=0. (3.37)

Daca solidul (S;) actioneazi asupra solidului (S¢) cu un torsor
{ﬁkj,Mkj} , atunci solidul (Sy) actioneazi asupra solidului (S;) cu un torsor

{R i M i} si, conform principiului actiunii si reactiunii, vom avea:
k#j, (3.38)

unde momentele sunt calculate in raport cu acelasi pol O.

Daca doud puncte materiale din sistem M; si M; actioneaza, pe baza
principiului actiunii i reactiunii, unul asupra celuilalt cu fortcle fis si E

si®

atunci avem:
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E +F,=0, s#i. (3.39)

Notand cu ii‘ext, rezultanta fortelor exterioare care actioneazd asupra
punctului M; si cu {F,, DMOextJ} torsorul in polul O al fortelor exterioare care
actioneaza asupra solidului (S;), ecuatiile de echilibru pentru punctele (M;) din

sistem sunt:
E, +2 +2F(S) 0,s#i,i=12,...,n, (3.40)
iar ecuatiile de echilibru pentru solidele (S;) din sistem sunt:

. i=n ~ k=m .
Fix, +Y FM)+ D Ry =
i=1 k=1

i=n

Mo, +2MO(F(M ))+ZMok-0 k#j j=12,..,m, (3.41)

Daci se noteaza:

s=n j=m .
D E+ Y ES)=Fy,
s=1 j=
i=n k=m - ~
ZFj(Mi)+ Ry =Fy (3.42)

i=n k=m
> Mo (M) + Y Mg =My
i=1 k=1

atunci ecuatiile de echilibru (3 40) si (3.41) capati forma:

— pentru punctul (M;) F, +E

ext; int;

=0, i=12,..n, (3.43)

Foi, + By, =0, j=12,.,m
— pentru rigidul (S; )

(3.44)
MOext +M0mt —0 J 121 M

Exista trei metode de rezolvare a problemelor de statica sistemelor ca-

re vor 11 prezentate in continuare.
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1. Metoda izolirii corpurilor.
| Aceastd metoda presupune, asa dupd cum fi spune si numele, izolarea
fiecarui corp din sistem si scrierea ecuatiilor de echilibru (3 43) si (3.44).
Deoarece un torsor nul intr-un pol este nul in orice pol, atunci ecuatiile de
echilibru (3.43) 51 (3.44) se pot scrie pentru corpuri diferite in poli diferiti. Se
obtine un sistem de maximum 3n+6m ecuatii scalare de echilibru. Dacd numa-
rul de ecuatii este egal cu numarul de necunoscute, problema se numeste static
determinatd. Daca numarul de ecuatii nu este egal cu numirul de necunoscute,
problema se numeste static determinata.
Ca necunoscute ale sistemului de ecuatii de echilibru sunt componen-
tele torsorilor reactiunilor interioare §i exterioare, unele forte date sau unele

elemente care dau pozitia de echilibru.

2. Metoda solidificarii intregului sistem
Cénd un sistem este in echilibru, pentru fiecare punct M; din sistem

este satisficuta relatia:

+E

Fy +Fy =0,i=12,...n (3,-45)
Multiplicand fiecare relatie (3.45) cu t prin inmultire vectoriali la stanga, se
obtine:
+IxE, =0,i=12,.,n,  (3.46)
adica
Mo, + Mo, =0, i=12,...,n. (3.47)

Conditia anterioard nu trebuia impusi pentru echilibru, deoarece ea
este satisfacutd de la sine daca are loc (3.43) intrucét fortele ce actioneazi
asupra punctului M; sunt vectori concurenti legati si are loc teorema lui
Varignon.

Prin adunarea celor n+m ecuatii de forte din (3.43) si (3.44) si tinand
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cont de (3.37), (3.38) si (3.39) adica de faptul ca vectorul rezultant al tuturor
fortelor interioare este nul, rezulta:

=

- 1=

n
@ -
Eﬁext - Fext ; +

F, =0. (3.48)
i=1 =

Prin adunarea celor m relatii de echilibru de momente din (3.44) si a
celor n relatii (3.47) si tindnd cont ca vectorul moment rezultant al tuturor so-
licitarilor interioare este nul deoarece formeaza perechi de vectori direct opusi

datoritd principiului actiunii si reactiunii, se obtine:

My o =2:,Mo "'El,Mo =0. (3.49)
Deci ecuatiile de echilibru pentru intregul sistem sunt:
Roa=0,
M, =0, (3.50)

aseminitoare cu cele de la solidul rigid, ecuatii care rezulta prin tratarea siste-
mului ca un intreg solidificat, de unde i denumirea metodei de metoda solidi-
ficarii.

Ecuatiile de echilibru (3.50) contin numai fortele exterioare date si
fortele de reactiune provenind de la legiturile exterioare adici cele dintre sis-
tem si mediu. in general sistemul de ecuatii vectoriale furnizeaza gase ecuatii
scalare i trei ecuatii scalare de echilibru in cazul unui sistem spatial si trei
ecuatii scalare in cazul unui sistem plan, ceea ce, de reguld, nu este suficient

pentru a determina necunoscutele problemei.

3. Metoda echilibrului pértilor
Daca din sistemul dat, aflat in echilibru, se izoleaza o parte (un sub-
sistemn), atunci aceastd parte a sistemului este in echilibru sub actiunea solici-

tarilor ce actioneazi numai asupra acestei parti.
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Intr-adevar, considerand numai o parte din ecuatiile de echilibru, si
anume pentru corpurile care apartin partii izolate, iar apoi adunand separat
ecuatiile de fortd si separat ecuatiile de moment, se obtin doud ecuatii vecto-
riale de echilibru pentru partea izolat3 din sistem. Fortele interioare sistemului
din zona de separatie a subsistemului devin, pentru subsistem, forte exteri-

oare.
3.4. Aplicatii

1. S4 se determine forta F pentru care un punct material de greutate

G poate riméane in repaus pe un plan aspru, inclinat cu un unghi o fati de
orizontald, cunoscind ci valoarea coeficientului de frecare de alunecare este

u (fig. 3.17.a).

fig. 3.17.
Exista doua situatii distincte.
a) Punctul are tendinta de a aluneca spre baza planului inclinat
(fig.3.17.b). Ecuatiile de echilibru fatd de un reper xOy considerat ca in figu-

ra, sunt:
Ox: Iﬁcosﬁﬂ’fl—!élsina =0,
Oy: 'ﬁl—l?lsinﬁ—‘élcosa =0.

Deoarece echilibrul nu este la limita, forta de frecare l’f‘l este necunos-
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cutd si satisface inegalitatea:
‘TI < u|N| .
Explicitand necunoscutele |N| si |T| din ecuatiile de proiectie de for-

te, se obtine:

[N|=[F{sinB+[G|cosa,

[T| =[Gsin o~ [Flcosp
inlocuind aceste valori in inegalitate, avem:

lé}(sin 0 —lLcos 0) < |F|(cos B+usinp),

de unde se obtine conditia ca punctul sa nu alunece spre baza planului inclinat:

- 'é((sin o.—JLcosa)
|F|_>_ . daca sino—icoso>0.
cosP+usinf

In cazul in care sino,—pcosa <0, adici tgoe <p atunci punctul ma-

-

terial nu aluneca spre baza planului oricare ar fi marimea lui IF , fenomen de-

numit autofixare.
b. Punctul are tendinta de a urca pe plan.

Situatia aceasta se trateazi analog cu cea de la punctul a cu deosebirea

oa forta T capitd, in fig. 3.17.b, sens invers fati de cel desenat. Ecuatiile de

echilibru sunt acum:
[eosB-[f]-|GJsina=o,
|N[~|1?*|sin5-|6;[cosa= 0.
Dupi explicitarea necunoscutelor N si T si inlocuirea expresiilor lor

in inegalitate, se obtine:

= Gt(sina+ucos o)
F < daci cosB—pusinB>0.

cosfB—usinP
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fn cazul in care cosf— psinB <0, adica tgf > 1 , punctul material nu
n

alunecd in susul planului inclinat oricare ar fi valoarea lui F, fenomen denu-
mit autoblocare.

Daca coso.—psina >0 si cosf—psinB >0, conditia pe care trebuie
s o indeplineascd F pentru ca punctul sd raimana in echilibru pe plan este:

IGI(sin oL —LCos QL) lé'(sin oL+ [Lcos O)
<[ <

cosP+usinf " I* cosP—psinP
Observatie:
In general, la rezolvarea problemelor, se renunti la scrierea modulilor

fortelor cu notatia obignuita si, pentru usurinta scrierii, se scrie doar litera ce
noteazi forta. De exemplu, in loc de ‘G' se scrie simplu G, fara a uita ca, prin

aceasta, se Intelege modulul fortei. in exemplele urmatoare se va renunta la

notatia cu bare a modulului.

2. O bard AB de lungime 61 si greutate G este incastrati in A si supu-
s actiunii unui cuplu de moment M, unei forte F si unei forte distribuite
triunghiular de intensitate maxima qo[N/m] (fig. 3.18). Sa se determine torso-
rul reactiunilor incastririi.

Mai intdi se calculeazd vectorul rezultant
Q cu care este echivalent sistemul de forte distri-

buite continuu;

_3l-q,
Q_ 2 ’

si are punctul de aplicatie C situat la distanta
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Se Inlocuieste incastrarea din punctul A cu fortele lil si Rz cu

ﬁl L f{z si cu cuplul de moment M; , sensul tuturor fiind ales arbitrar. Se ale-
ge un reper cu polul O in A deoarece aici este originea a doua forte (fig. 3.17)
ceea ce face ca momentul lor si fie nul. Se proiecteaza fortele pe axele acestui
reper si se scrie ecuatia de echilibru de momente, obtindndu-se sistemul:
Ox: R, +Qcosa—-F=0,
Oy: R, -G-Qsina=0,
Mo: M, -M -Glsina.-Q-51+F-6lcosa=0.
Rezolvand acest sistem algebric in necunoscutele R, R, si M, rezulta:
R, =F-Qcosa.,
R, =G+Qsina,
M; =M +Glsina+Q-51-F-6lcoso.
Torsorul reactiunilor incastrarii este:

R =R,i+R,j=(F-Qcosa)i+(G +Qsin )]

To(R) = ,
o(R) {Mi=(M+Glsinoc+Q-51—F~6lcosa)k

cu ]RI:JR3+R2 = JF? +Q? +G? +2Q(Gsin 0.~ Fcos ) .

3. Se consider o placa dreptunghiulard omogena de greutate G sidi-

Yy 2a 20 mensiuni 4a si b aflati in echilibru si articu-

latd in A si rezemat3 fara frecare in B. Asu-

pra plicii actioneazd o fortd distribuitd

dreptunghiular de intensitate qo[N/m]. Sa se
determine reactiunile din A si B (fig. 3.19).

Forta distribuiti este echivalentd cu
un vector unic Q de marime Q=2aqp si aplicatd la jumatatea segmentului

EC = 2a. Se inlocuiegte articulatia cu doud forte reciproc perpendiculare si de
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sensuri arbitrare R} si ﬁz , iar reazemul cu o reactiune N normal pe planu
inclinat cu unghiul o.. Se alege apoi un reper cu polul O in punctul A
(ﬁg;3. 19) si se scriu ecuatiile de echilibru.
Ox: R;-Nsina=0,
Oy: R,-G-Q+Ncosa=0,
Mo: —G-2a—Q-3a+Ncosa‘4.a =0.
Sistemul anterior cu necunoscutele R;, R, si N are solutia:

2G +3Q

R, =Nsino = tga,
R,=G+Q-Ncosa=G+Q- ZG:3Q - 2G4+Q :
N= 2G+3Q .

4cosa

Reactiunea din articulatie este:

R =4R?+R2 =i-\/(zc: +3Q)%tg’a+(2G +Q)? .

< T . P
4. Sa se determine limitele intre care poate si varieze raportul G
J

pentru ca bara AB de lungime 21 sa rimana in echilibru in pozitia din fig.3.20.
Semicercul de razi R este luciu, intre
bard si planul orizontal coeficientul de

frecare este |, scripetele este ideal iar

unghiul dintre bara si orizontali este o, .

Se presupune ca bara are ten-

fig. 3.20. dinta de a-§i deplasa capatul A spre

stanga, ceea ce face ca forta de frecare

@, care este necunoscuta deoarece echilibrul nu este la limita, sa fie orientat
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spre dreapta. Se alege un reper cu polul in A si se scriu ecuatiile de echilibru

ale barei tindnd cont c& tensiunea din fir T are aceeasi mirime cu greutate P .

Avem acum:
Ox: ®-P+N,sina=0,

Oy: N;-G+N,cosa=0,
R

Mo: =N,-—+G-lcosa =0,
tgol

@ <uN,.
Rezulta:

<IZ'=P—glsin2 a,
R
N, =G——G—]sinacosa,
R

N, = gl sina,
R
si
p—Slein2a< uG —ugsinoccosa .
i R R
Impartim prin G si se obtine:

—IiSu——B—l-sin occosot+isin2 o.
R R

G

Acum presupunem ci bara are tendinta de a-si deplasa capdtul A spre

dreapta, prin urmare forta de frecare ® va fi orientatd spre stanga, deci, in sis-
temul de ecuatii de echilibru, isi va schimba semnul. Prima ecuatie din sistem
se modifici si are forma:

-®-P+N,sina=0,
restul relatiilor riméanand la fel. Dupa aflarea necunoscutelor @, N; si N, si

inlocuirea lor in inegalitate, se obtine:

P_1. .

— > —sin? a+&lsmacosa -K.
G R R

In concluzie, pentru ca bara si rimana in echilibru sub unghiul o,
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. P . : .
trebuie ca raportul ra sa satisfacd dubla inegalitate:

| . P . .
Esm(x(sma+ucosa)—us-(—}-S%sma(sma—ucos(x)ﬂt.

5. S& se determine marimea fortei F si reactiunile din legéturi astfel

2o b incat sistemul din fig. 3.21. sé fie 1n echilibru

]
% la limitd. Se considerd cunoscute: dimensiu-

nile a, b, ¢, r, R, coeficientii de frecare p,
dintre sabot si troliu §i u, dintre punctul ma-
terial si planul inclinat, greutatile Q si P,

unghiul @ al planului inclinat. Parghia cu sa-

bot se considera de greutate neglijabila.

fig. 3.21.

Se deseneazi separat fiecare corp din
sistem i se figureaza toate fortele care actioneazi, avand grija ca fortele pro-
venind de la legiturile interioare si fie egale si de sens opus. Se alege cate

un reper pentru fiecare corp din sistem §i se scriu ecuatiile de echilibru.

F. R Ox: F; —R, =0,
“”’] j@,. Oy: ~F+N,+R, =0,
C
g Mo: F(a+b)-N, - b-F, -c=0,
3.22. .
F =mN;.

Ox: R;-Tcosa+F =0,
Oy: R,—N,-Q-Tsina=0,
My:T-r—F -R=0.
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Ox: F +T-Psina=0,

Oy: N, =Pcosa=0,

F, =1L,N;.

fig. 3.24.

S-au obtinut 10 ecuatii care, dupa rezolvare, furnizeazd necunoscu-

tele:
Pr .
R, =N, = -—R—(sma —U,cost),
R, =—P—r(sinoc—u2 cos o) he—a
R '
F = —%r-(sina -, cosa),
Pr
N, =——(sino—u, cosat),
1 Rp, ( 253 )
R, =P(sina—u, cosoc)[cos a—é—],
R,=Q+P(sina—L, cosa) L _+sina ,
wR
T=P(sinot—p,coscr),
N, =Pcosa,
F =u,Pcosa,
F= M-'—Er—(sin o -, cosol).
a+b R-y,
Forta F trebuie si fie mai mare sau cel mult egald csu valoarea
gasita.
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