CAPITOLUL I

CINEMATICA MISCARII ABSOLUTE
A PUNCTULUI

1.1. Traiectoria, viteza, acceleratia

Fie un reper R(O,I,},l;) considerat fix si M un punct mobil. Mis-

carea punctului M in intervalul de timp [t,t;] este cunoscutd daca se poate

determina pozitia punctului fati de reperul R(O,;,.j,lz) in orice moment
te [ty,t].

Pozitia punctului M la momentul t este determinati prin vectorul de

pozitie T = OM care depinde de timp (fig. 1.1):
r=1(t), teltyt]. 1.1
z | Relatia (1.1) se numeste ecuatia
sau legea de migcare a punctului M, deoa-
rece permite aflarea pozitiei punctului M in

orice moment din intervalul [ty,t;] in care

y are loc migcarea.
Functia vectoriald T(t) trebuie sa

. fie continud, uniformd, finitd in modul si
Fig. 1.1

cel putin de doui ori derivabilé in raport cu

timpul. Aceste restricfii sunt impuse de fenomenul fizic pe care il modeleaza.

Fenomenele in care derivata intdi a functiei t(t) are o discontinuita-

te pentru o anumiti valoarea a lui t, cum sunt ciocnirile, vor fi studiate se-
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parat.

Vom nota cu acelasi simbol atdt punctul mobil cit si punctul din
spatiu prin care trece el la un moment dat t.

Traiectoria punctului M este locul geometric al pozitiilor sale succe-
sive in spatiu, ceea ce este totuna cu locul geometric al extremititii vectoru-
lui de pozitie T cind t variazi in intervalul de migcare. in general, traiectoria
este o curbd oarecare in spatiu, regulati pe portiuni si rectificabila.

De multe ori forma traiectoriei atrage denumirea migcérii. De exem-
plu, daci traiectoria este o dreaptd, migcarea se numeste rectilinie sau, daci
traiectoria este un cerc, migcarea se numeste circulara.

Pe o traiectorie datd, miscarea punctului poate avea loc in diverse
moduri. Pentru a caracteriza complet miscarea unui punct se definesc notiu-
nile de vitezd instantanee §i de acceleratie instantanee.

Observatie:

in mecanic3, derivata in raport cu timpul se noteazi printr-un punct
situat deasupra simbolului marimii de derivat. Notarea diferitd a derivatei in
raport cu timpul fati de derivata obignuitd in raport cu o alti variabild ras-
punde necesitétii, constatate in mecanica, de a distinge grafic cele doud cate-
gorii de derivate.

Se numeste vitezd a punctului M la momentul t sau viteza instanta-
nee, mirimea vectoriala datd de derivata in raport cu timpul a vectorului de

pozitie
V=—=71, te[tyt]. 1.2)

Viteza este un vector legat de punctul M. Se va arita cd acest vector
este tangent la traiectorie §i ci este orientat in sensul migcarii.

Se consideri vectorul

. (tH-Tt) MM’
vm = ’ = ’ >
t—t t—t

7

(1.3)



care se numeste vitezi medie a punctului in intervalul de timp [t,t']. Acest

vector are ca suport coarda MM’ si sensul de l]a M la M, adic# sensul mis-

céirii (fig. 1.2). Viteza medie depinde de momentele t si t’. Pentru a obine o

- informatie cat mai precisé, trebuie micgorat inter-

valul de timp intre momentele t si t . Acest lucru
se realizeazi printr-un proces de trecere la limita
care are ca rezultat obtinerea vitezei instantanee

a punctului M la momentul t

T(t)—-T(t) _dr_:

Fig. 1.2 v=lim r. (1.4)

f-t t—t dt
Din cele de mai sus rezulti cé viteza este un vector tangent la traiec-

torie in punctul M si orientat in sensul migcérii (fig. 1.3). Considerim acum

z un punctul fix Q in care construim vectorul QP
echipolent cu vectorul v(t).Cand t variazi in in-
a v P
o > tervalul de miscare [t,,t;], extremitatea P a vec-
L . . e
X torului QP construit pentru valorile lui t din
Fig. 1.3 acest interval, va descrie o curbd numitd hodo-

graful vitezei (fig. 1.4). In aceeasi idee, traiectoria poate fi interpretati ca

fiind hodograful vectorului de pozitie, iar viteza

P este tangent3 la acest hodograf.
AV Se considerd acum, pe hodograful vite-
\J
ﬂ\‘\ zei, dou momente t si t (fig. 1.4) intre care va-
Q T(t) P riafia vitezei punctului este
Fig. 1.4 AV = V(t) - V(t) =PP’. (1.5)

Se poate defini acum mirimea vectoriald acceleratie medie ca fiind

raportul dintre variatia vitezei intr-un interval de timp si acel interval



_ V() -V(t) AV

a ; =— . 1.6
m t—t t—t (16)
Printr-un proces de trecere la limité, se obtine acceleratia momentana
- L V)=V dv -
i=ljm = V® _dv o (1.7)
t>t  t—t dt

Se numeste acceleratie a punctului M la momentul t sau acceleratie
instantanee, mirimea vectoriald dati de derivata in raport cu timpul a vecto-

rului viteza:
i=—=v. (1.8)

Vectorul acceleratie instantanee a caracterizeazi variatia vectorului
vitezi si este un vector tangent la hodograful vitezei. In mod analog cu intro-
ducerea hodografului vitezei se poate introduce hodograful acceleratiei. De
asemenea se pot defini acceleratii de ordin superior.

Se va arita cd vectorul acceleratie este continut in planul osculator al
traiectoriei relativ la punctul M.

in cazul unei migcari oarecare pe o curba oarecare, vectorul vitezi
are o mdrime variabila si o orientare variabild deoarece el este tangent la tra-
iectorie 1n fiecare moment al migcdrii. Se pot distinge ns trei cazuri particu-
lare importante:

a. vectorul vitezd are modulul constant in intervalul de timp [ty 1]
al migcarii punctului pe traiectorie

[V|=vg=cst, telty,t]. (1.9)
In aceasta situatie, numai orientarea vectorului viteza se modifica in timp, iar
miscarea punctului in intervalul considerat se spune ci este uniforma, indife-

rent de forma traiectoriei.

Deoarece

V=i =vg =cst., (1.10)
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rezultd, prin derivare, ci
2V.-v=2V.-3=0, 1.11)
adici
v-a=0, (1.12)
ceea ce arati cd, in acest caz particular al migcérii uniforme pe o curba oare-
care, vectorii vitezi §i acceleratie sunt perpendiculari. Vectorul a este nenul
deoarece derivata unui vector de modul constant dar de orientare variabilad
este nenuli;
b. vectorul vitezi are numai orientarea constanti in intervalul de

timp [tg,t;] al migcérii punctului pe traiectorie. Acest lucru inseamna c tan-

genta la traiectorie nu-gi modificd orientarea, deci traiectoria este o dreapti,
adica miscafea este rectilinie, dar cu mirimea vitezei variabil;

c. vectorul vitezi este constant in intervalul de timp [t,t;] al migci-

rii punctului pe traiectorie, adica

——

V=V, =cst. (1.13)
Acest lucru inseamn3 ci rimén constante atit orientarea cat §i modului vec-

torului, migcarea punctului fiind rectilinie si uniforma.

In acest caz, vectorul acceleratie este nul
a=v=V,=0. (1.14)
Pe de alti parte, plecind de la faptul ca vectorul acceleratie este nul,
rezultd, prin integrare, ci vectorul vitezi este constant, adicé faptul cd migca-

rea este rectilinie si uniforma. Se poate concluziona cé singura migcare in ca-

re vectorul acceleratie este nul este migcarea rectilinie si uniforma.
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1.2. Studiul miscirii punctului

raportata la diferite sisteme de coordonate

Prin studiul migcérii unui punct cu lege de migcare dati, se intelege
determinarea traiectoriei, vitezei si acceleratiei sale in orice moment al inter-
valului de migcare [ty.t].

Pentru studiul migcérii unui punct se pot folosi, in functie de situatie,

diferite sisteme de coordonate.

1.2.1. Studiul migcdrii punctului in coordonate carteziene

Fie R(O,i,},l;) un reper cartezian drept cu originea in punctul O si

prevazut cu o baza ortogonala i, 3 k.fn raport cu acest reper considerat fix,

pozitia unui punct mobil M este datd de coordonatele sale x, y si z care sunt
functii de timp:
x=x(t), y=y), z=2(t) te[tyt]. (1.15)

Legea de migcare (1.1) este echivalenti cu relatiile (1.15) fapt pentru
care ele definesc legea de migcare a punctului M in coordonate carteziene. in
acelasi timp, relatiile (1.15) constituie si ecuatiile parametrice ale traiectori-
ei, parametrul fiind t.

Ecuatiile analitice ale traiectoriei se obtin din (1.15) prin eliminarea
variabilei independente t.

Traiectoria se mai poate trasa aproximativ prin puncte diand valori
parametrului t in intervalul de migcare.

Vectorul de pozitie al punctului M este:

T=xi+yj+zk (1.16)
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unde —i., 3, k sunt versori constanti (fig. 1.5), iar x, y §i z sunt coordonatele

punctului M variabile in timp, conform cu relatia (1.15).

Viteza punctului M este:

-

V=T=xi+Yyj+2k (1.17)

N
N Mixyz) o, componentele

vV, =X, vy=y, v, =12, (1.18)
_______ ' si cu modulul
x
Fig. 1.5 [f=yvi+va+vs . (1.19)
Acceleratia punctului M este:
Aa=V=r=Xi+yj+2k, (1.20)
cu componentele
ax=vx=x,ay=\"y=y,az=\"z=i, (1.21)

si cu modulul

] =yfa2 +a2 +a2 . (1.22)

Cu ajutorul expresiilor analitice se pot deduce §i cosinusurile direc-
toare ale vitezei si acceleratiei.
Un caz particular important este cel al migcérilor plane. De regula,
planul migcérii este considerat planul xOy. fn aceasta situatie coordonata z
este nuld si implicit derivatele ei. Prin urmare, legea de migcare este
x=x(t), y=y(t), z=0, te[ty, ], (1.23)
care sunt §i ecuatiile parametrice ale traiectoriei. Elimindnd parametrul t, se
obtine ecuatia analitic3 a traiectoriei sub forma implicita
f(x,y)=0, (1.24)
sau sub forma expliciti:
y =£f(x). (1.25)
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Vectorii vitezd §i acceleratie devin res-
y‘ y:')"j’ v

| pectiv
| . - -
TR - V=r=xi+yj, (1.26)
' M(x'}:XI ) ' ) B .
1 - a=v=r=Xi+yj (1.27)
a ay"Y/
7 ° si sunt situati in planul miscarii (fig. 1.6).
o7~ X
Fig. 1.6

1.2.2. Studiul miscdrii punctului in coordonate polare

Se considerd un punct mobil M a cdrui migcare este plani. Fie Ox o
semidreapta fixa situatd in planul migcarii, numitd semiax3 polara, si fie i
versorul acestei axe. Distanta de la polul O la punctul M se numeste razi po-
lard si este notata cu p, cu

[oM|=[f|=p>0, (1.28)
iar unghiul orientat dintre axa Ox si

vectorul OM este notat cu 0 si este

numit unghi polar. Numerele p si 6

sunt numite coordonatele polare ale

punctului M (fig. 1.7). In coordona-
te polare, reperul are originea in

punctul M, deci este mobil, iar cele

doui axe ale sale sunt axa radial3,

coliniard cu raza polard, si axa transversald, perpendiculara pe prima. Verso-

rul axei radiale este notat 1p §i este orientat in sensul cregterii razei polare iar

versorul axei transversale este notat i si se obfine din ip prin rotirea
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acestuia cu unghiul +§ (fig. 1.7).

Cand punctul M se migcd, coordonatele sale polare se modific# in
timp
p=p(t), 0=0(t), te[ty,t;]. (1.29)
Relatiile (1.29) reprezint legea de miscare a punctului M in coordo-
nate polare §i, in acelasi timp, ecuatia parametrica a traiectoriei in coordona-
te polare.
Ecuatia analiticd a traiectoriei se determind elimindnd parametrul t
intre relatiile (1.29), obtinindu-se forma implicita sau explicita a acesteia
f(p,0)=0sau p=p(0). (1.30)
Observénd ci vectorul de pozitie al punctului M este
?=W=pip, (131)
se poate determina expresia vitezei §i a acceleratiei in coordonate polare. De-

oarece in timpul migcarii versorii 1p si ig Isi schimba orientarea, deci nu

sunt constanti asa cum erau i, j, k in coordonate carteziene, va trebui s de-

terminam derivatele lor in raport cu timpul. Mai intéi, din fig. 1.7, se deduce

>

ca

.ip =coseij-sin G_j,* 132)
ig =—sin6i +cos6j,
in care i si 3 sunt versori constanti. Derivam apoi relatiile (1.32) in raport
cu timpul si obtinem:
ip=—ésin(-)-i.+écose§=é(—sin6§+cos(ﬁ)=é-i;, (1.33)
?9=—écoseg—ésin 9_j=—é(cos(-ﬁ+sin 6}): —9-1’p '

Plecind de la definitia vitezei data de relatia (1.2), rezultd
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V=T1=pi, +pi, =pi, +pbi,, (1.34)
care reprezinta expresia analiticd a vitezei in coordonate polare, deci in baza

(;p , ;9 ) Proiectiile pe axe si modulul ei sunt

vy =P, vg=pb, M:\/p2+p2é2 . (1.35)

Derivand expresia analiticd a vitezei in raport cu timpul, se obtine

expresia analitic3 a acceleratiei in coordonate polare

Ei:p'fp +{);p + P8 +pbig +pbig =§Tp +p0ip +p0ig +péfe—pézfp, (1.36)

adica
5=(ﬁ—pé2)€p+(2pé+pé)?9, (1.37)
cu componentele si modulul date de
. %) .. DN 2 2
a, =p-pO°, ag=2p0+p8, [d|= ay +ag . (1.38)

In studiul miscarii punctului se foloseste, uneori, viteza areolari.
Pentru a o determina, considerim un interval de timp At=t"—t in care un-
ghiul polar  a variat cu A@=0(t)—6(t), iar raza polari a variat cu o canti-
tate Ap si a miturat o arie AA , hasurata in fig. 1.8. Aria AA este cuprinsi

intre ariile a doud sectoare circulare. Presu-

punand ci p a crescut cu cantitatea Ap >0,

se poate scrie

2 2
% p AGSAAS—_..(P”;) 29 138

N

impartind relatia de mai sus la At si

(V)
<E = 1.40
2 (140)



in care produsele de termeni infinit mici s-au neglijat.

Mirimea

Q= nim22_da_p"8 0 (1.41)
A—0 At dt 2

se numeste viteza areolari §i este datii de aria maturati de raza polard in uni-

tatea de timp. Ea se mai poate calcula cu formula

6=} =22 (1.42)

unde vectorul

ﬁ:-;—(?x?/) (1.43)
se numegte vector vitezi areolard. El se defineste cu relatia (1.43) si pentru
migcéri care nu sunt plane.

Se poate demonstra ca dacd Q are directie fix4 in spatiu, atunci tra-

iectoria punctului este o curba plana, iar daca Q=0 atunci traiectoria punc-

tu-lui este rectilinie.

1.2.3. Studiul miscdrii punctului in coordonate cilindrice

Se considera un plan fix (P), o semiaxa fixid Ox de versor i in acest
plan si un versor k perpendicular pe plan in punctul O. Fie M un punt mobil
in spafiu §si M, proiectia lui

pe planul (P) (fig. 1.9). Deoa-

rece coordonatele polare ale

lui M, sunt (p,), atunci po-

zitia lui M in spatiu este de-

terminati de tripleta (p,8,z)
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unde p, © si z sunt numite coordonatele cilindrice ale punctului M, cu
z=i|MM1|.
in punctul M se construiesc versorii fp, ;9 si fz, unde ;p si ;e sunt

versorii reperului polar translati din M, in M iar —1; completeazi triedrul.

Ecuatiile de migcare ale punctului M sunt
p=p(t), 0=0(1), z=2z(t), tel[tyt], (1.44)
care sunt si ecuatiile parametrice ale traiectoriei.
Eliminand parametrul t se poate obtine ecuatia analitici a traiecto-
riei.
Utilizdnd definitia vitezei (1.2) si observand, din fig. 1.9, ci

—, —

r=0M,; +MM, adic

?=p§p+z€z (1.45)
si utilizdnd relatiile de la coordonatele polare, se obtine
V=pi, +pOig+2i,, (1.46)
cu componentele
Vo =P, Vg =pB, v, = %. (1.47)

Derivénd (1.46) rezulta acceleratia punctului
a=(p-p8”)i, +(2p0-+pb)ig + i, . (1.48)

in cazul particular cand z = 0, se obtin coordonatele polare.
1.2.4. Studiul migcdrii punctului folosind triedrul lui Frenet

Dacd un punct parcurge o traiectorie cunoscuti pe care se alege un

punct O, ca origine a arcelor de curbi s §i un sens de parcurgere, atunci po-

zitia punctului fati de O, poate fi determinati prin coordonata intrinseca sau
17



coordonata naturald s (fig. 1.10). Migcarea punctului M este definité in acest

caz printr-o singura functie scalarad _
s=s(t), te(ty,t,], (1.50)
numiti ecuatia orard a migcérii.

Se atageazi punctului M de pe traiectorie triedrul lui Frenet
(M,%,V,B) cu originea in punct si cu axele (fig. 1.10):

| e tangenta la curbi in punctul M avénd versorul

// 1 orientat in sensul cregterii lui s cu

. dr
T=— 1.51
e (1.51)
5 unde T este vectorul de pozitie a punctului A;
Fig. 1.10 e normala principald, adicd normala la curbd in

planul osculator, avand versorul v orientat spre centrul de curburd;

e binormala, perpendiculari in M pe planul osculator, avand versorul B,
ales astfel incat %, v si ﬁ, in aceastd ordine, si formeze un triedru drept
B=7xV).

Triedrul definit mai sus este mobil si se numeste triedrul lui Frenet.

Cand vectorul de pozitie T se exprima in functie de arcul s, se obti-

ne ecuatia intrinsecd a curbei

I=1(s). (1.52)
Expresia analitici a vitezei se obtine prin derivarea relatiei (1.52),
rezultand
voio 9@ _dr ds_.dr (1.53)
dt ds dt ds
Folosind relatia
dr .
—=7, ’ 1.54
. (1.54)



se obtine

V=§T=V1 cu V=4, (1.55)
v fiind marimea algebrici a vitezei, adicd include semnul i modului vecto-
rului.

Viteza este tangentd la traiectorie in punctul M, este orientati in
sensul migcarii §i are mérimea algebrica '\7 =s. Daca intr-un interval de timp
v=§>0, atunci s creste iar vectoriiv si T au acelasi sens iar daci, intr-un
interval de timp vV =§ <0, atunci s scade iar vectorii Vv §i T au sensuri opu-
se, rezultdnd deci cd v indica sensul de migcare.

Proiectiile vitezei pe axele triedrului lui Frenet sunt

v, =S5, v, =0, VB=O, (1.56)
iar modulul este
[v]=]3]- (1.57)

Acceleratia se obtine prin derivarea vitezei in raport cu timpul

a=v=§t+t, (1.58)
in care
%:91_21.%_ _.I_V’ (159)
t ds dt R

unde s-a utilizat prima formuld a lui Frenet

i 1 .
—_—=—V, 1.60
ds R, ( )

R fiind raza de curburi a traiectoriei in punctul M.

Vectorul acceleratia se mai scrie acum sub forma
2

a=§T+—V=Vi+—V. (1.61)

WIV’{Q

v
C RC
Relatia (1.61) arati ca, in orice moment, acceleratia este continuti in

planul osculator.

19



Proiectiile acceleratiei pe axele triedrului lui Frenet sunt

a,=§=V,a S ,ag =0 (1.62)
VTR, R P '

iar modulul este

Ia{ a +a - (1.63)

Componenta normala a acceleratiei sau accelerafia normald

.2 v2
V="oV (1.64)

Cc

a _ S
v
Rc

=

este dirijati dupi normala principald la traiectorie in punctul considerat,
avand totdeauna sensul spre concavitatea curbei deoarece mirimea algebrica

2

.~ _V . .0 S e e e

a componentel a,, =-R—- este strict pozitivi cu exceptia miscérii rectilinii
c

cnd =0 si deci componenta se anuleazi. Rezulti c &, §i V au mereu

L
R Cc
acelasi sens.

Componenta tangentiald a acceleratiei sau acceleratia tangentiald

a,=s$T=V1 (1.65)
este coliniard cu viteza dar vectorii 51 si v pot avea acelagi sens, sensuri

opuse sau este posibil ca a,; si fie nul.

Deoarece
. ~2 —’2
v.-a=V(d, +3,)=V3, _yy=divy |4 [ , (1.66)
at| 2 | dt| 2

rezulti ci sunt posibile urmitoarele trei situatii:
a) V-a=v-a;>0, cazin care V §i a, au acelasi sens, unghiul
dintre vectorii vV §i a este ascutit, iar modulul vitezei creste de-

oarece derivata sa este pozitivd, ceea ce arati cd migcarea este
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accelerata (fig. 1.11);

Fig. 1.11
b) v-a=v-.a <0, cazincare vV si a_ au sensuri opuse, unghiul
dintre vectorii Vv si a este obtuz, iar modulul vitezei scade de-

oarece derivata este negativi, ceea ce arati ci miscarea este in-

cetinita (fig. 1.12);

Fig. 1.12
© Vv-a=Vv-a =0, caz in care rezulti ca ’\7] este constant deoarece

derivata este nuli, ceea ce arati ci migcarea este uniforma (fig.
1.13). Vectorul acceleratie are o singurid componenti nenula in

migcarea uniforma pe o curba oarecare




2 .
- - vV -
a=3a, =— #0 167
R (1.67)

\%
C
deoarece a, =V7=0, iar vectorul acceleratie este perpendicular pe vitezi.

Observatii
1 Legea miscarii uniforme a unui punct pe o curbd oarecare se poate
o deduce cunoscind ci, la acest tip de migcare, modulul vitezei este

constant in intervalul de timp [t(,t;]. Deoarece viteza, in cadrul genului de

miscari pe care le studiem acum, nu are discontinuititi, rezulta ca si mirimea
algebrica a ei este constants, adicd

V=vg=cst. (1.68)
Integrand relatia (1.68) scrisi sub forma % =V, se obfine

s=vot+sg, (1.69)

care este legea migcarii uniforme pe o curbé oarecare, unde s este coordonata

naturali. Vectorii viteza si acceleratie sunt

v=v,T si 5=R—v. (1.70)
(4

in acest tip de migcare componenta tangentiala a accelerajiei este nu-
14 iar vectorii V si a sunt perpendiculari.

Pe baza celor de mai sus, miscarea uniforma pe o curbd oarecare se
poate defini ca migcarea in cadrul cireia acceleraia tangentiala este nula.

2 Daci pentru te[ty,t;] acceleratia tangentiald este constanti
* a, =aj=cst, miscarea se numegte uniform variati. Deoarece
a;=ay=§, (1.71)

rezultd, dupi o primi integrare, relatia
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v=s=agt+v,, (1.72)

iar, dupi a doua integrare, relatia
2

t
care este legea migcérii uniform variate pe o curbi oarecare.
Vectorii viteza §i acceleratie sunt

: 2
Vo t+ant) -
+Motagh) o
R

C

V=(apt+vy)T, a=ayt (1.749)

Daci se elimina timpul intre relatiile (1.72) si (1.73) se obtine relatia
lui Galilei
2 2

3 Daca se cunosc ecuatiile parametrice ale traiectoriei se poate calcula

e raza de curburi a traiectoriei in orice punct al ei. Plecand de la

2 2
T I e
VXa=viX| Vi+—V [=Vv— (1.76)
si aplicand modulul, rezult3
i
R =r-%. (1.77)
Vx|

In cazul miscarii plane cu legea de migcare dati de (1.23), avem

.2 .23
R =Y *Y) (1.78)
© xy-xy|

iar dacd legea de migcare este dati de (1.29), atunci

b R
Vxi=| p pd 0=[p(2f)6+p9)-—p9(ﬁ—p62):|iz (1.79)
p-po® 200+p8 0

care conduce la
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R, =r—— . (1.80)

Daci ecuatia traiectoriei este y =f(x) atunci

\’ l+y'2
R, = = (1.81)
c y '

unde cu,,’” s-a notat derivata in raport cu x.

Daci ecuatia traiectoriei este p =p(0) atunci

(1.82)

unde p’ = d

de’

Daci ecuatia traiectoriei este f(x,y) =0 atunci

3
1/[ £2+£) ]
R, = (1.83)

5

lal
unde
fxx fxy fx
A= fxy fyy fy s (1.84)
f, fy 0

iar indicii noteazi derivatele partiale in raport cu variabilele respective.
4 Dacé se cunosc v §i a, accelerafiile normald si tangentiald se pot
® calcula in doud moduri:

a) folosind expresia (1.77) se calculeazi acceleratia normald
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(1.85)

si apoi

I+
)
I
[

a, = (1.86)

semnul stabilindu-se in fiecare caz concret pe baza semnului produ-
sului v-a si a sensului versorului T;

b) folosind expresia versorului tangent la traiectorie

F=, (1.87)
v
se calculeazi acceleratia tangentiald
i, =3,7=@ 1= ( ,_),;_3_'22,;,, (1.88)
Vo v

iar utilizand relatia
VZE—(V-5)V=Vx(@xV), (1.89)

se calculeazi acceleratia normala

via-(@-v)v_ vx@xy)

2 - 2
\' v

. . . dV
y—-a—a.=a- )

(1.90)

V=

a

5 Singura miscare cu acceleratie nuld este miscarea rectilinie §i uni-
o formai.

Intr-adevir, dacid a =0 atunci |5.| =0, ceea ce inseamnd cd a_ s§i a,,

sunt nule. Ultimele doua relatii conduc la
§=0 si —=0. (1.91)

Integrand prima relatie de mai sus, se obtine
§=vg=cst., (1.92)

ceea ce arati cd migcarea este uniformi. A doua relatie din (1.91) conduce la
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1
R

c

=0, (1.93)

ceea ce arati ci migcarea se produce pe o dreapta.
6 Singurele migcari in care viteza este coliniard cu acceleratia sunt
e migcarile rectilinii.
Daci viteza si acceleratia sunt coliniare, atunci acceleratia normala

este nuli, ceea ce revine la (1.93).

1.3. Migciri particulare ale punctului

1.3.1. Miscarea rectilinie a punctului
fn miscarea rectilinie, traiectoria este un segment de dreaptd sau o
dreapts, coordonata naturala s(t) coincide cu abscisa x(t)
x=x()=s(t) (y=0,z=0), (1.94)

- - T . 1
versorul 7 este un vector constant T=1i, iar — =0.

C
Legea de migcare, viteza si acceleratia sunt complet precizate prin
x =x(t), V=x(t), a =X(t), te[ty,t;] (1.95)
si, din acest motiv, uneori nu se mai folosesc expresiile vectoriale.
fn migcarea rectilinie oarecare, adica atunci cind legea de migcare

x =x(t) este o functie oarecare, viteza si acceleratia au expresiile

Al

xi=s

il
-t
i

v

(1.96)

=Vi (1.97)

Al

Xi=s

i
I

a=
deci sunt coliniare. Daci, intr-un interval de timp, viteza si acceleratia au
acelasi sens, atunci migcarea este acceleratdi, dacd au sensuri opuse migcarea
este incetinitd, iar dac#i acceleratia este nuld, miscarea este uniforma.

Functiile date de (1.95) se pot reprezenta grafic avdnd timpul in
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abscisd. Cand pe ordonati este x(t), curba se numeste grafic al miscérii sau
diagrama migcdrii. Cand pe ordonati este x(t) sau X(t), graficele acestor
functii se numesc diagrama vitezei §i respectiv diagrama acceleratiei.

Atunci cdnd x(t) are o anumité forma, se obtin migcéri rectilinii par-

ticulare. in continuare vor fi prezentate cele mai importante dintre acestea.
Migcarea rectilinie si uniformé este migcarea pentru care este

® valabili relatia (1.69) scris sub forma

x=xq+vot, te[0,t;], (1.98)

unde x, si v, sunt constante reale ce reprezinti pozitia punctului la mo-

mentul inifial t =0 i respectiv viteza punctului pe traiectorie.

Vectorii viteza i acceleratie sunt de forma

V=vyi,3=0, te[0,], (1.99)
xtd ) , ceea ce aratd cd vectorul vitezi este constant iar
X=Vl+Xy
| vectorul acceleratie este nul.
i
o : Diagrama migcdrii (fig. 1.14) este o
Xo : . dX . .o
| dreapta pentru care tgo=—=Xx= Vg, adica
o dt
& t
Fig. 1.14 panta dreptei este viteza punctului.

Miscarea rectilinie uniform variati este miscarea pentru care

@ este valabild legea de migcare dati de (1.73) scrisi sub forma

2
x=ao%+vot+x0, te[0,t,], (1.100)

unde X, v, §i a, sunt constante ce reprezinti pozitia si viteza punctului la

t=0 si, respectiv, acceleratia punctului pe traiectorie.

Vectorii vitezi i acceleratie sunt de forma

V=(apt+vp)i,a=a4i, te[0,t,], (1.101)
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ceea ce aratd cé vectorul acceleratie este un vector constant.

Diagrama de migcare este o parabold, diagrama vitezei este o dreapta
avand panta egald cu acceleratia punctului iar diagrama acceleratiei este o
dreapta paraleld cu axa absciselor.

Migcarea poate fi uniform acceleratd cind viteza si acceleratia au
acelasi sens sau uniform incetinitd cind viteza si acceleratia au sensuri
opuse.

C Miscarea rectilinie oscilatorie armonici are loc atunci cénd le-
® gea de migcare are forma

, x =Asinkt+o), te[0,t] (1.102)
unde A, k si o sunt constante.

Abscisa x se numeste elongatie si are valorile extreme +A §i —A un-
de A >0 se numeste amplitudine. Argumentul @=kt+ 0o este faza oscilati-
ei, k este pulsatia oscilatiei iar o= @(0) este faza initiala.

Miscarea are loc de o parte si de alta a punctului O numit centru de

oscilatie (fig. 1.15) si este periodica. Perioada T este intervalul de timp dintre

. o M dous treceri succesive prin aceeasi pozi-
-A x A tie in acelasi sens. Ea se calculeazi folo-
Fig. 115 sind relatia
x(t+T)=x(t) Vt (1.103)
adica
Asin[k(t+T)+ o] = Asin(kt +a), (1.104)
deci
k(t+T)+a=kt+o+2n (1.105)
de unde
2n
T= ~ (1.106)

ceea ce arati ci perioada nu depinde de amplitudine ci numai de pulsatie.
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Frecventa de oscilatie v este

v=_= (1.107)

1_k
T 2n’
se masoari in hertzi si reprezinti numarul de oscilatii complete (de perioade)
efectuate in unitatea de timp.

Viteza si acceleratia au expresiile

v =X = Akcos(kt + &) (1.108)

a=V=%=—Ak’sin(kt + o)) = -k >x (1.109)

ceea ce aratd ci accele-

ratia este proportionald

A "orr\ cu elongatia.
- Diagrama de mis-
U care este prezentati in
xzAsin(kt+) fig. 1.16.
Fig. 1.16

1.3.2. Migcarea circulard a punctului
Traiectoria fiind dati, miscarea poate fi studiati folosind proiectiile
vitezei si acceleratiei pe axele triedrului lui Frenet.

Fie M un punct mobil pe un cerc de centrul O si razi R si O; un

punct fix pe circumferintd, numit origine, in raport cu care se exprima coor-

5 donata naturald s a punctului mobil. Axele triedru-
M

S

lui lui Frenet sunt (fig. 1.17):

e tangenta in M la cerc avand versorul T orienta-

*

o

- tain sensul crescétor al arcului OM =s;
e normala principald avand directia razei cercului
Fig. 1.17 in punctul M si avand versorul vV orientat spre cen-
trul O care este si centrul de curbura. Raza de curburd R este constanti
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si egald cu raza cercului, de altfel cercul fiind singura curba plana cu ra-
za de curbura constant,

e binormala, perpendiculars in M pe planul cercului, avand versorul

-

B=71xV, care nu este figurat in desen.

Consideradnd unghiul 8 dintre OO, si OM a cérui mérime variazi in
timpul miscir:ii si socotind coordonata naturald s din punctul O; in sensul in
care O cregte, pe baza faptului ca lungimea unui arc de cerc este egald cu

produsul dintre raza cercului §i unghiul la centru exprimat in radiani, se poa-

te scrie relatia
s=R-0, te[0,44], (1.110)
in care
0=0(t), te[0,t,]. (1.111)
Rezultd ci migcarea circulard este caracterizatd de funcfia s=s(t)
sau de functia 6 =06(t).
Derivata in raport cu timpul a unghiului 6=0(t) se numeste viteza
unghiulara:
®=0(1), (1.112)
iar derivata vitezei unghiulare se numeste acceleratie unghiulard
E=0=06(1). (1.113)

Viteza unghiulard @ arati sensul miscarii, adici sensul de rotatie, si

. _— -1
se masoard in radiani pe secundd sau s .

Acceleratia unghiulard € se masoara in 72 si caracterizeazi varia-
tia vitezei unghiulare.
Pe baza faptului ca s = RO =R®, viteza punctului M este

-

V=$7=ROT=R®T, V=R, [|=R|a). (1.114)
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Acceleratia punctului M, folosind faptul ci s =RO=RE si cd

R, =R, are expresia

2
Ei=Ré%+R920=RE"1'+R0)2\7=RE’E+%-\7 (1.115)
cu componentele
2 V2
a,=RE, a, =Ro =X (1.116)

$i modulul

f|=Rve® +w* . (1.117)

Pentru a preciza caracterul accelerat, incetinit sau uniform al migca-

rii, se calculeazi produsul v-a

2
V-5=3-51=R26)E=R26)(73=R2% Hz_ , (1.118)

care aratd cd atunci cdnd ®€ >0, adici @ si € au acelasi semn, miscarea
este accelerati deoarece I(d cregte iar cind ®-€ <0, adici ® §i € au semne
diferite, migcarea este incetiniti deoarece M scade. Cand, intr-un interval de
timp, ®-€ =0, atunci inseamni ci € =0 iar migcarea este uniformi si are
loc cu viteza unghiularé constantd @y . in figura 1.18 sunt reprezentate vite-

za §i acceleratia in cele trei situatii.




Ca si in cazul migcérii rectilinii, in migcarea circularé sunt trei situa-
tii particulare importante.
Miscarea circularii uniforma, caracterizatd de faptul ci viteza
a ® are modul constant, ceea ce implici
6=c,=cst. 5i 6=E=0. (1.119)
Rezulti ci legea miscérii circulare uniforme este
8=0,+wyt, te[0,t], (1.120)
unde 6, =6(0). Dacd lat= 0 avem 6,=0, adica punctul M pleacd din O,
legea migcirii circulare uniforme devine
0=yt te[0,t;] - (1.121)
Se observa ci in aceastd migcare particulard viteza unghiulard este constanta

iar acceleratia unghiulara este nuld. Expresiile vitezei, acceleratiei si ale mo-

dulelor lor sunt

v=Rayi, [V|=Rlwg|=vp=cst.,  (1.122)

2
- - - - v
i=d, =Ray¥, il =Rep =2, (1.123)

ceea ce aratl ci viteza si acceleratia sunt perpendiculare.

in cele mai multe situatii practice, se cunoaste numérul de rotatii pe
minut (turatia), n, pe care le executd punctul M. Viteza unghiulard este daté
de

2-t'n_T-n
0, = = 1.124
07 60 30 (1124
iar legea de migcare devine
m ,
0=—t. 1.125
30 (1.125)

Miscarea circulard uniform variati, caracterizati prin aceea

ci a,_ =a, =cst., ceea ce implicd
® 140
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E=g,=cst. (1.126)

Integrand de doui ori, se obtine

o=¢g)t+C,, (1.127)
si
2
0=gyL-+Cyt+C,. (1.128)

Constantele C; si C, sunt viteza unghiulara i respectiv unghiul 6

la momentul initial t=0:

(T)(O)=m0=C1; (1.129)
8(0)=6,=C,. (1.130)
Legea migcérii circulare uniform variate (1.126) se scrie acum:
t2
9=€07+(00t+90, te[0,t,], (1.131)

iar viteza, acceleratia i modulele lor sunt

v=R(w, +€,t)1, M= R|wg +¢f] » (1.132)
- - 2= - 2 2
a=ReyT+R(wy+egt) V,  [d|=Ryfeg+(wy+e5t)” . (1.133)
C Miscarea circulari oscilatorie armonica are legea de miscare
® datide
0=Osin(kt + ), (1.134)

in care ©, k si 0. sunt constante ale ciror semnificatii sunt aceleasi ca la
migcarea rectilinie oscilatorie armonica.

Viteza si acceleratia unghiulara se obtin prin derivare §i sunt de for-

®=0=kOcos(kt +0)), (1.135)
t=®=0=-k’Osin(kt +0) =—k?0,  (1.136)

cu care se deduc foarte simplu expresiile vitezei si acceleratiei.
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Observatie

Miscarea circulard se poate studia si in coordonate carteziene sau

polare.
fn coordonate carteziene, alegind axa Ox dupa directia OO, , avem
x=Rco0s0, y=Rsin6, (1.137)
astfel ca
v =-R0sin i +ROcos 6], (1.138)

3 =—R(Osin 0+6° cos8)i +R(Bcos8-6%sin0)j. (1.139)
fn coordonate polare, luand semiaxa polara pe directia OO, versorii

axelor vor fi

?(,:%,Tp:- (1.140)
iar
p=R,0=0(1), te[0,t]. (1.141)
Deoarece p =0, viteza §i acceleratia capitid forma

v=ROiy, (1.142)
i=-R6> i, +Réj, (1.143)

iar viteza areolard este
Q=%Ré2. (1.144)

1.3.3. Miscarea punctului pe elicea cilindricd de pas constant

Se considerd un punct M care se deplaseazi pe o elice cilindric# si-
tuati pe un cilindru circular drept de razi R, pasul h al elicei fiind constant,
iar unghiul de infasurare fiind B (fig. 1.19a). Se desfisoari elicea, obfinan-

du-se segmente paralele de traiectorie (fig. 1.19b), punctele A §i A’,Bsi B,

C si C fiind puncte care coincid atunci cénd elicea este infagurati pe ci-
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lindru.

P

Fig. 1.19

Din triunghiul dreptunghic A’AB se deduce tangenta unghiului de

infagurare

tgf= —27c_R (1.145)
Ecuatiile de miscare ale punctului M sunt
x=RcosB, y=Rsin0,z=R0Otgp, (1.146)
in care 8=0(t).
Viteza i acceleratia punctului M au expresiile
v=—R0sin0i +ROcos 0 j+ ROtgPk, (1.147)

a=—R(@sin0+6%cos0) i +R(BcosO—0sin0) j +ROtgk, (1.148)

V)= R4 la|=R +6* . (1.149)

si modulele

cosB’ [3
Se calculeazi raza de curburi cu ajutorul componentei tangentiale a
acceleratiei:
2 2 2 2
R =Y __ vV v __ v _ R is0
a

C o . 2
N —az a?-v? Jaz _I;;|2 cos” B

ceea ce aratd ci raza de curburi a traiectoriei este constanti in orice punct.
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1.4. Aplicatii

1 Un punct are legea de migcare x =2t §i y= 4t 1. Si se determi-
® ne: traiectoria, viteza, acceleratia, caracterul migcarii, acceleratia
normald, raza de curbura, acceleratia tangentiald. Pentru t = 0,5 s s# se dese-
neze viteza i acceleratia cu componentele lor.
Ecuatia traiectoriei se obfine elimindnd parametrul t intre relatiile

care reprezinti legea de migcare sau ecuatfia parametrici a traiectoriei. Din

prima relatie rezulta t =-’21 si, inlocuind in cea de a doua, rezulti

y= x2 -1
s care este ecuatia unei parabole (fig. 1.20).
Deoarece t este pozitiv, rezultd x 20 deci

traiectoria punctului este numai ramura din

dreapta a parabolei. Punctul pleacid pe tra-

iectorie in momentul t=0 din varful aces-
teia (x(0)=0, y(0)=-1).

Viteza punctului este

V=xi+yj=2i+8t],
iar acceleratia este
a=Xi+yj=8].
Caracterul migcirii este dat de pozitia fagi de zero a produsului v-a
v-a=64t>0,
deci migcarea este acceleratd. Rezulti ca punctul pleacé din varful parabolei

pe ramura din dreapta avind o miscare acceleratd, deci el nu se va mai
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intoarce pe traiectorie.

Raza de curburi se calculeazi cu formula (1.77), dar, mai intai, se

determina
i j Kk
Vxa=|2 8t 0|=16k,
0 8 0
de unde

M Y64y’

|v X a| 16
Acceleratia normali este:
=i\7 _Aroh o 16 g

Acceleratia tangentiala este:

G =tyal-ali=t |64-—20 -3 O 3

4+64t> _\/4+64t

Deoarece v §i T au, in acest caz, acelasi sens si pentru ci miscarea este ac-

celerati v si 51 au acelasi sens, rezultid cd T si 51 au acelasi sens, deci

semnul corect in relatia de mai sus este pozitiv, rezultind
- 64t .
a, =1,
2
4 + 64t
Deoarece mérimea algebrici a lui Et nu este constants, rezulti cd miscarea

punctului nu este uniform acceleratd ci doar accelerati. Problema eviden-
tiazd clar faptul c#, desi acceleratia punctului este constanti, migcarea aces-
tuia nu este uniform accelerata deoarece caracterul uniform accelerat este dat
de conditia ca acceleratia tangentiala sa fie constanta §i nu cea total.

Pentru t = 0,5 s punctul are coordonatele x =1, y = 0 si avem:
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vectori reprezentati in fig. 1.20.

2 Un punct are legea de miscare p=4t, 6=2t. Si se determine, in

® coordonate polare: traiectoria, viteza, acceleratia, caracterul migcdrii,
. . . 4
acceleratia normal3, acceleratia tangentiala. Pentru t=§ s si se deseneze

viteza gi acceleratia cu componentele lor.
Ecuatia traiectoriei se objine eliminand parametrul t intre cele doud

ecuatii parametrice ale traiectoriei care formeazi si legea de migcare. Se ob-
tine, din relatia a doua, t =% si, inlocuind in prima relatie, rezultd
p=20,

care este ecuatia analitica a traiectoriei in coordonate polare. Pentru trasarea

ei prin puncte, se dau valori lui 6 si se calculeaza p:

o |lo |X|X |2 |2 |® |3
12 6 4 3 2 4
T 1 4 2r 3n
-— — —_ —_— T —_—

P 0 6 3 2 3 2

Se deseneazi cite o semi-
dreapti pentru fiecare valoa-
re a lui @ pe care, apoi, se
misoard p obtindndu-se po-
zifia punctului pe traiectorie.
Apoi se unesc punctele, obti-

nandu-se forma traiectoriei,

aga cum se vede in fig. 1.21.

Fig. 1.21 Viteza punctului este

V=¢Yp+pé?9=4fp+8tie,
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iar acceleratia sa este
a=-pd°) i, +(2p0+pd) g =16t i, +163,.
Produsul scalar dintre v §i a este
vV-a=-64t+128t=64t>0,
deci migcarea este acceleratd, punctul plecind din origine pe traiectorie fira

a se mai intoarce.

Pentru a obtine raza de curburi, calculim mai intai

b g i ) =
vxd=| 4 8t 0|=(64+128t7)1,
-16t 16 0

apoi

" - M Jae+64t2)’

c  lzval T

vxa|  64+128t2

Acceleratia normala este:

Vg 6441287
v —_— ===V .
Re yi6+6at?

Acceleratia tangentiala este:

2,2
5T=i,/a2—a3%:;t‘/256t2+256—._—__(64“28‘) L Y

2
16+64t V16+64t2

relatie care aratd ca migcarea nu este uniform accelerati. Semnul va fi plus

H

deoarece @, si V au acelasi sens, Vsi T au acelasi sens, deci a. si T au

acelasi sens.
T T T .
Pentru t= n s, punctul are coordonatele polare®= 2 p= B si

avem
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64+21t2 I

8t .
=—V, a, = —F—=21,
w/16+1t2 " w/16+1r2

V=4, +ni, d=-2n1, +16}q, &,

vectori reprezentati in fig. 1.21.

Un punct P descrie o traiectorie plan formati din doud arce de cerc
3 e avind unghiurile la centru 8, =1rad si respectiv 6, =1rad si razele
R, =10m si R, =32 m (fig. 1.22). Punctul are o migcare uniform inceti-
nitd plecand din A cu viteza v, =v, =10 m/s si ajungind in D cu viteza
vp =4 m/s. S& se determine viteza gi acceleratia punctului §i si se repre-
zinte diagramele v=v(t), a, =a,(t) si a, =a,(1).

Pentru a afla mirimea algebric a acceleratiei tangentiale, se utili-

zeaz3 formula (1.75), rezultind:

v2 v2
D" YA
ay=———5
0 2s
in care s=R,6; +R,0, =42 m.
Se obtine

2
ao—at=—l m/s”,

iar vectorul acceleratie tangentiala este:
i, =-17%.
Viteza se calculeazi cu relatia (1.74a), rezultand
v=>10-t)T.
Viteza punctului material in punctul B se calculeazi folosind relatia (1.75),
rezultand

va =\[vf\ +2a08 =‘/vi +2ayR,0, =+/100-2-10 =/80 s = 8,9 ?

Timpul tg pénd cénd punctul ajunge in B se calculeazd pe baza relatiei

(1.72), rezultand:
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- VB~ Vo _89-10 _

11ls,

'
iar timpul total t, de parcurgere a traiectoriei este

- Vp — Vo =4—10_

6s.

tp

Acum se poate calcula acceleratia normald care are expresii diferite

pe cele doud arce de cerc:

2
2 |29 5 0,451,
= _V o 10
av —-R—V = 2
¢ .g.o__t)_{} te [ta,tn]
32  BD¥
Diagrama v(t)
“ este reprezentati in
&
[m/s?] fig. 1.23, diagrama
i a (t) in fig. 1.24
0 12 34 5 6 fs o 12 345 i6tls)
i) E— iar diagrama a_(t
Fig. 1.23 Fig. 1.24 & v
in fig. 1.25.
° Acceleratia tangentiala are
Y
Im/s?] o discontinuitate in punctul B care,
%29

de sens a vectorului, este, de fapt,

de 10,37 m/ s2. Aceste variatii
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in zona de racordare sau prin pre-

vederea unei mici portiuni rectilinii intre cele doud arce, acceleratia normala

modificandu-se in trepte, adici de la 7,9 m/ 32 la zero si de la zero la

2,47 m/ s2 , avand astfel doud salturi mici in loc de unul mare.
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